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ARTICLE XII 


THEORIE RELATIVISTE DE LA GRAVITATION 


95. Hypothése d’une loi des géodésiques généralisée. 


"mL yaun E. T. qui détermine les mouvements de gravitation 

comme celui de Minkowski déterminait les mouvements 
dinertie, cet E. T. gravitationnel, avons-nous dit, ne sera plus 
comme celui de Minkowski galiléen et dépourvu de courbure ; il 
sera non-galiléen et « courbe », et sa courbure sera déterminée 
par la distribution spatio-temporelle des masses attirantes de 
lancienne théorie. Quant 4 la loi des mouvements de gravitation, 
elle se rattachera 4 quelqu’une des propriétés structurales de 
VE. T., ce qui permettra par le fait méme de ]’exprimer tenso- 
riellement. 

A quelle propriété de l’E. T. rattacher la loi ? — Dans la géo- 
métrie de Minkowski les points matériels soumis a la loi d’inertie 
ont pour trajectoires d’Univers des géodésiques, c’est-a-dire des 
droites : il est tout indiqué de supposer que ce seront aussi les 
géodésiques de ’E. T. gravitationne! qui seront les lignes d’Uni- 
vers des points soumis a la loi de gravitation, c’est-a-dire des 
points soustraits 4 toute influence autre que celle du champ 
gravifique. 

Cette hypothése est admissible a priori en ce sens qu’elle permet 
de faire de la loi d’inertie un cas particulier de la loi de gravita- 
tion : en effet d’aprés les enseignements de la théorie classique 
YE. T. devra tendre a devenir, trés loin de toute masse, un E. T. 
galiléen, dans lequel les lignes d’Univers des points matériels 
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libres seront des droites et leurs mouvements des mouvements 
dinertie ; or les géodésiques d’un E. T. qui tend vers la forme gali- 
léenne tendent 4 devenir des droites ; donc si ce sont les géodé- 
siques qui déterminent, 14 ou IE. T. est courbe, les mouvements 
de gravitation, ces mouvements tendront bien, 4 mesure qu’on 
s’éloignera des masses, & devenir des mouvements d’inertie. 
D’autres courbes que les géodésiques pourraient peut-étre aussi 
tendre dans les mémes conditions a devenir des droites. Cependant 
comme la loi des géodésiques est sirement la plus simple, et comme 
elle a ’avantage de faire dépendre trés étroitement les mouve- 
ments de gravitation d’une propriété structurale de l’E. T., nous 
allons dans ce qui suit immédiatement la supposer vraie, quitte a 
achever plus tard de justifier notre hypothése en faisant valoir 
sa réussite. 


96. Nécessité d’un E. T. dont la courbure différe suivant les ré- 
gions. — La forme des géodésiques d’une surface de Gauss est 
en dépendance de sa courbure par rapport a l’espace ambiant. 
Une surface peut avoir une courbure qui varie d’une région a 
autre d’une fagon simple, étant par exemple constante suivant 
toute une famille de courbes paralléles, tout en changeant de va- 
leur quand on passe d’une de ces courbes a une autre voisine, ce 
qui se produit sur les surfaces de révolution. Mais la courbure 
peut aussi varier d’une facon plus compliquée, les lignes suivant 
lesquelles elle est constante étant plus rapprochées ou plus éloi- 
gnées suivant les régions. En supposant pour faciliter le lan- 
gage un espace de Riemann plongé dans un espace euclidien 
a plus de dimensions que lui, on peut aussi parler des variations 
de sa courbure d’une région a l’autre ; et il en est de méme pour 
un E. T. non galiléen. 

Or s'il y a un E. T. gravitationnel dont les géodésiques soient 
les lignes d’Univers des points matériels gravitants et dont la 
« courbure » soit déterminée par la présence des anciennes masses 
attirantes, cet E. T. aura sirement une courbure variable d’une 
« region » spatio-temporelle a Pautre, et variable d’une facon 
aussi compliquée que était du point de vue classique la distri- 
bution méme des masses dans l’espace et dans le temps. En effet 
u faudra bien que la nouvelle loi donne en premiére approxima- 
tion les mémes résultats que l’ancienne : d’aprés celle-ci, l’attrac- 
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tion se faisait sentir davantage prés des masses attirantes et ten- 
dait 4 s’annuler & mesure qu’on s’éloignait de ces masses ; la 
courbure de l’E. T. gravitationnel devra obéir a une loi de varia- 
tion équivalente, tout en étant continue. 

Cette condition va-t-elle compliquer notre probléme ? Nulle- 
ment : car dans la géométrie de Riemann les relations tensorielles 
qui expriment une propriété intrinséque d’un espace a un nombre 
donné de dimensions conviennent sous leur forme générale a tous 
les espaces de ce nombre de dimensions, quelle que soit leur struc- 
ture, quitte 4 se simplifier quand il s’agit du plus simple d’entre 
eux, l’espace euclidien. 

Dans l’E. T. il en sera de méme ; et le probléme revient 4 doter 
PE. T. gravitationnel considéré abstraitement d’une structure 
qui présente le maximum de complication strictement exigé par les 
données ; c’est-a-dire qui tout en permettant d’expliquer les mou- 
vements de gravitation dans la sphére d’influence des masses se 
simplifie jusqu’é donner lieu aux simples mouvements d’inertie 
dans des régions trés éloignées de toute masse. 

Mais d’autres considérations vont nous permettre de prévoir 
la forme de la loi cherchée d’une fagon plus précise encore. 


97. Le potentiel newtonien de gravitation. — La loi de force 
de Newton est une loi « d’action instantanée a distance » entre 
toutes les masses de l’Univers prises deux 4 deux. Elle exprime, 
d’un point de vue « statique », la répartition des forces d’attrac- 
tion a tout instant, en fonction de la répartition spatiale des 
masses, lesdites forces et les positions des masses etant toujours 
définies pour Newton par rapport a l’espace absolu, — ou pour 
nous par rapport au systéme = qui équivaut a l’espace absolu — 


(n° 5). Elle a pour formule, dans le cas de deux masses m et m, sé- 


: mm ; : 
parées par la distance r, f = G “ae ou f représente l’attrac- 


tion mutuelle dirigée suivant la droite de jonction des deux 
masses, et G la constante de la gravitation. Cette constante 
dépendant des unités de longueur, de masse et de force, nous pou- 


vons dans ce qui suit la supposer égale 4 l’unité et ne pas Vécrire ; 


mm 
d’ou la formule f = os formule absolue, en ce sens qu’elle ne 








concerne que des quantités invariantes, f, m, m,, Tr, sans supposer 
Yemploi d’aucun systéme de référence autre que le systéme 


284 THEORIE DE LA GRAVITATION V-4 


absolu, qui n’est pas utilisable concretement, pour représenter 
les positions des masses, ni la distribution des forces (7). 

Si l’on veut savoir quelle est l’attraction subie 4 un instant 
donné par une masse m du fait d’un nombre quelconque d’autres 
Masses, ,, My:.. Mn, qui sont a cet instant a des distances 7, 
ry... T, de la masse m, il suffit de calculer la résultante des forces 


mm, MMg — mm 


f= ae le pa ee Tre’ 


dues a chacune des masses attirantes, et qui sont dirigées chacune 
suivant la droite qui joint la masse attirante et la masse attirée. 

La loi nouvelle ne pourra pas se mettre sous la méme forme que 
la loi de Newton. Pourquoi ? D’abord parce qu’elle ne sera plus 
une loi d’action instantanée 4 distance, ce qui, du point de vue 
de la relativité ot il n’y a plus de simultanéité absolue, n’aurait 
plus de sens ; ensuite parce que si elle doit dépendre de la struc- 
ture de ’E. T. elle devra présenter le méme caractére que les lois 
structurales de la géométrie de Riemann, c’est-a-dire s’exprimer 
sous forme différentielle, et ne faire connaitre immédiatement que 
la fagon dont lE. T. varie de proche en proche autour de chacun 
de ses points. 

C’est 1a, semble-t-il, une telle différence entre les deux lois 
qu’on ne voit pas comment elles pourront encore s’équivaloir 
méme en premiére approximation ; mais précisément la loi de 
Newton avait elle-méme été mise depuis longtemps sous forme 
différentielle par Laplace et par Poisson. Donnons une idée de 
cette formulation nouvelle de la loi classique ; ce sera un bon 
moyen de nous préparer 4 comprendre la loi d’Einstein. 

Nous supposons connue la loi de Newton ; et nous considérons 
d’abord deux masses seulement, une grosse masse M, a peu prés 
fixe, et une petite masse p. qui est censée se déplacer seule sous 
influence de M. Admettons que v., d’abord placée sans vitesse 





(‘) Lorsqu’on voudra déduire des forces ainsi définies les mouvements obser- 
vables des masses attirées, conformément & la loi ise t , il faudra nécessaire- 
m 


ment faire choix d’un systéme de référence concret : alors c’est seulement par 
rapport a un systéme d’inertie que laccélération y de Pune quelconque des 


masses attirces, m par exemple, sera égale au quotient par m de la force 
= mm 
f r2 Ss 
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initiale 4 la distance r de M, se rapproche sous l’action de M d’une 
petite distance — dr ; le déplacement étant assez petit pour que 
la force f appliquée a p. puisse étre regardée comme constante 
pendant qu’il s’effectue, le travail élémentaire dT subi par » du 
fait du déplacement est égal a — fdr ; et comme f= a on peut 
écrire 


Une autre masse j’ placée puis déplacée de la méme facon que p. 
aurait subi un travail 


Done quelle que soit la masse déplacée, ., on a 


dT = — sans A 


r2 
Au lieu de petites masses p. ou ’ quelconques, considérons une 
petite masse égale 4 l’unité : la mesure du travail élémentaire due 


a lattraction de cette masse unité par M devient dT = — Nar, 
et dans cette expression — ¥) représente au signe prés la force 
exercée par M sur l’unité de masse. Mais — eA est la dérivée par 


rapport a la distance r de la grandeur a c’est cette derniére 


grandeur, dont Ja dérivée par rapport 4 la distance mesure la 
force exercée sur l’unité de masse par la masse M, qui va jouer 
le rdle essentiel dans la théorie de Laplace et de Poisson. 

Cette grandeur a été appelée le potentiel, V, créé par la masse 
attirante 4 la distance r dans toutes les directions de l’espace 
autour d’elle : on a donc 


aon —M E 
Pe Neo bn MGV ae dr SUT, 
r dr r / 








Vv= 


Le potentiel V se présente ainsi comme une fonction de la 
masse attirante M, qui caractérise chaque point de l’espace et 
qui est inversement proportionnelle a la distance qui sépare de 
la masse M le point considéré. Comme ses deux facteurs M et r, 
V est une grandeur scalaire. 

Au point M, V serait évidemment infini ; & une distance infinie 
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de M, V serait nul ; pour un déplacement fini de la masse unité 
la relation dV = dT devient par intégration T = V, — Vp; c’est- 
a-dire que le travail subi par une masse unité qui se déplace vers 
une masse fixe est déterminé par la variation totale de potentiel 
qui correspond a la différence de ses positions extrémes, et par 
cette différence seulement. Supposons que la masse unité soit 
venue d’une distance infinie 4 une position P ow le potentiel est 
V ; alors le potentiel du point initial, V,, était nul, et ?on a T = Ve 
le potentiel en un point P est égal au travail qu’aurait subi une 
masse unité en venant sous l’effet de |’attraction de l’infini au 
point P. 

Le potentiel créé par une masse M étant fonction de la seule 
position et variant par suite avec la distance, il y aura dans 
espace des surfaces d’égal potentiel ; on les appelle surfaces de 
niveau ; pour une seule masse attirante réduite 4 un point ces 
surfaces sont évidemment des sphéres centrées sur ce point. 

Nous sommes partis de la loi de force pour définir le potentiel, 
mais supposons que nous connaissions seulement le potentiel 
ainsi que la relation T = V, — V,, abstraction faite de la fagon 
dont nous les avons obtenus ; nous pourrions en déduire la force, 
comme la notion de surface de niveau va nous permettre de le 
comprendre : supposons qu’une masse soit déplacée sous l’in- 
fluence du potentiel créé par une autre masse ; 4 son déplacement 
correspondra un travail, mesuré par une variation de potentiel ; 
or si la masse se déplagait tangentiellement & une surface de niveau 
la variation de potentiel et par conséquent le travail seraient 
nuls ; done il est impossible que la force qui déplace la masse 
ait aucune composante tangente aux surfaces de niveau; elle 
doit donc étre orthogonale 4 ces surfaces ; elle est de plus tou- 
jours dirigée dans le sens des potentiels croissants ; quant & sa 
grandeur on la déduira du fait que le travail dT est égal a la fois 
au produit de la variation du potentiel par la masse et au produit 
de la force par le déplacement : on a d’une part dT = udV et 


dautre part : dT = — fdr; 
d’ou — fdr = udV, et f=—pr-- 


On voit que la force est égale, & un facteur prés qui n’est autre 
que la masse attirée, 4 la dérivée premiére du potentiel par rap- 
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port a la distance r. Pour retrouver par ce moyen la force new- 


: M ‘ 
tonienne, remplacons V par sa valeur > } hous avons bien 


o d/M d/1\ Mu 
iors “a(>) as Mu ae( =) nt 


Le potentiel créé par une masse M étant défini en tout point de 
Pespace la force correspondante est aussi définie en tout point ; 
d’ou le lien entre Ja notion de potentiel et la notion de champ de 
forces : les forces d’un champ sont telles qu’elles ne dépendent 
que de la position et de la grandeur des masses auxquelles elles 
sont appliquées ; c’est bien le cas des forces déduites du potentiel. 
Le champ défini au moyen du potentiel newtonien est le champ 
de gravitation classique. 

Jusqu’ici nous avons supposé une seule masse attirante ponc- 
tuelle, M ; mais la notion de potentiel s’étend au cas de plusieurs 
masses attirantes ponctuelles séparées, et méme au cas d’un corps 
attirant continu. Le potentiel V créé en un point P de l’espace 
vide par un nombre quelconque de masses séparées, ™, Mg... Mn, 
dont les distances au point sont r,, r,... rn, est simplement la 
somme des potentiels. dus 4 chacuue de ces masses : 


m Mn 
yea torah Go 
On dit que le potentiel est additif ; et cette propriété correspond 
au principe de l’indépendance des effets des forces appliquées a 
un méme point matériel. 

Si les masses attirantes sont les éléments d’un corps continu, 
le potentiel créé par elles en un point extérieur au corps se calcule 
par intégration, en vertu du principe d’additivité. En appelant 
dv élément de volume du corps, p la densité de cet élément, et r 
sa distance au point extérieur ou I’on cherche a évaluer le po- 


tentiel V, on a 
“[ (9% 
Bat) 


La relation que nous avons dite existe toujours, dans le cas de 
plusieurs masses séparées et dans le cas d’un corps continu, entre 
la variation du potentiel et le travail subi par une masse qui se 


déplace sous l’influence du champ. 
Dans tout ce qui précéde nous n’avons calculé le potentiel V 
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qu’en des points de V'espace extérieurs aux masses créatrices du 
champ ; et cette condition parait bien nécessaire, puisque d’apres 
la formule fondamentale V = “Te potentiel tel que nous |’avons 
défini jusqu’a présent serait infini en un point quelconque ou se 
trouve une masse attirante. Mais on peut généraliser la notion 
de potentiel de maniére 4 la rendre recevable méme pour des 
points de Vespace ow ul y a de la matiére. 

Considérons un corps continu dont nous connaissons le volume 
et, en tout point, la densité ». Nous savons que le potentiel V 
créé par ce corps en un point extérieur est égal a l’intégrale 


[f= étendue au volume du corps. Si nous essayons d’appliquer 
r 


cette formule a un point intérieur au corps, P, elle n’a plus de 
sens, la fonction © devenant infinie, 4 cause de l’annulation de ri 
i 


quel que soit le point P. Mais, vidons de sa matiére par la pensée 
une petite sphére o de centre P et faisons tendre vers 0 son rayon. 
Tant que ce rayon n’est pas nul nous pouvons regarder comme 
ayant un sens au point P le potentiel V défini par l’intégrale 


fh Hi if = , puisque P est maintenant extérieur a la matiére consti- 


tuant le corps ; d’autre part quand le rayon de la petite sphére 
tend vers 0 la valeur de l’intégrale tend vers une limite finie. 
C’est cette valeur limite de l’intégrale qu’on appelle le potentiel 
créé par le corps au point P intérieur a ce corps. On constate du 
reste que la dérivée premiére de ce potentiel est bien égale a la 
force attractive exercée au point considéré par le corps attirant 
d’aprés la loi de Newton. 

Soit par exemple une sphére pleine homogéne de densité p 
et de rayon R : on démontre que le potentiel V créé par cette 
sphére en un point intérieur P situé & une distance r du centre est 


V — 29 R2 Saar 5): 


Au centre,ou r = 0,0n aurait V = 2npR?*; et ala surface our = R, 


2 
Vv= 2m RE — =>) = 5 npR? —_ . 


si M est la masse de la sphére, puisque an? en est le volume. 
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Le potentiel en un point du corps attirant et le potentiel en un 
point extérieur aux masses attirantes peuvent encore s’ajouter 
Pun a l’autre, si bien qu’on obtiendra toujours le potentiel total 
en un point quelconque de l’espace par simple addition. En un 
point du vide le potentiel total sera la somme des potentiels dus 
séparément aux masses extérieures, soit ponctuelles soit continues ; 
en un point de la matiére le potentiel total sera la somme du po- 
tentiel di 4 la masse du corps au sein duquel se trouve le point 
et des potentiels dus aux masses extérieures 4 ce corps. On concoit 
que cette additivité du potentiel en fasse une grandeur trés ma- 
niable au point de vue mathématique, et que dans certains pro- 
blémes il soit plus avantageux de s’en servir que de considérer 
directement les forces d’attraction. 


98. L’expression différentielle de la loi de Newton ; équations 
de Laplace et de Poisson relatives au potentiel.— Revenons au 
potentiel V d’un point du vide ; nous l’avons défini d’une fagon 
absolue, en fonction des masses qui le créent et de leurs distances 
au point considéré. 

Mais nous pouvons, par exemple, rapporter 4 des coordonnées 
cartésiennes 2, y, 2, les positions des masses ainsi que la position 
du point oi nous avons a évaluer le potentiel. Conformément a 
ce que nous avons dit déja de la relation entre le potentiel et la 
force, les composantes X, Y, Z de la force d’attraction F qui 
s’exerce sur l’unité de masse en un point P(z, y,z) ot il n’y a pas 
de matiére, sont, au signe prés, reliées aux dérivées premiéres 
du potentiel V en ce point par les relations 
aS ; Y= oy et = pa 


— ay az 


Mais Laplace a montré de plus que si lon forme les dérivées 
secondes du potentiel, la somme 


2V so o#V 4 o2V 
ag? * ay® " azt’ 


de ces dérivées, en tout point z, y, z ou il n’y a pas de matiére, 
est nulle. Si l’on représente par le symbole A la somme des trois 
dérivées secondes — ou le laplacien du potentiel — cette loi de 
Laplace s’exprime par la formule AV = 0. 


SesmarT II. 19 
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C’est ]A une condition 4 laquelle satisfait 4 tout instant le 
potentiel de gravitation dans le vide, quelle que soit a cet instant 
la distribution dans l’espace des masses créatrices du champ. 
Ainsi & supposer qu’un vide parfait existe a 1.000 kilometres 
au-dessus d’un point de la surface terrestre et que les seules masses 
créatrices du champ en cette région soient le soleil, les Planétes 
et leurs satellites le potentiel A cette distance de la Terre variera 
dans le temps suivant les positions des astres solaires, mais tou- 
jours son laplacien AV sera nul. 

Une autre propriété du potentiel newtonien est que,a distance 
infinie de toute masse, il est lui-méme nul; autrement dit si la 
distance moyenne r aux masses attirantes du point de l’espace 
vide ot l’on évalue le potentiel V créé par ces masses croit indé- 
finiment, le produit rV de cette distance par ce potentiel tend vers 
une limite, qui n’est autre du reste que la somme des masses 
attirantes. 

Nous venons de considérer avec Laplace le potentiel en un 
point du vide. Poisson s’est demandé si le potentiel créé par un 
corps continu en un point de ce corps ne satisfaisait pas 4 une 
condition analogue a celle de Laplace. I] a trouvé que le laplacien 
AV était alors proportionnel 4 la densité p de la matiére au point 
considéré, selon la formule AV = — Arp. 

Ainsi en un point de l’océan ow la densité de l’eau est p le 
laplacien du potentiel créé par la masse terrestre satisfait tou- 
jours 4 la condition AV = — Arp. 

On remarquera que cette loi de Poisson comprend comme cas 
particulier celle de Laplace, puisque dans le vide, la densité ¢ 
étant nulle, on a AV = 0. 

Quant au potentiel total créé en un point P d’un corps continu 
d’une part par ce corps et d’autre part par des corps extérieurs, 
son laplacien obéit encore a l’équation de Poisson, car les lapla- 
ciens s’ajoutent comme Jes potentiels eux-mémes : on a done pour 
le potentiel V, da au corps au sein duquel est le point P la con- 
dition AV, = — 4ro; pour le potentiel V, di aux autres corps 
la condition AV, = 0; et pour le potentiel total V la condition : 


AV — AV, + AV, = 4ro. 


_Telles sont les propriétés fondamentales du potentiel newto- 
nien : elles ont été déduites, comme la notion méme de potentiel, 
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de la loi de force de Newton ; aussi peut-on dire que les formules 
de Laplace et de Poisson qui résument ces propriétés explicitent 
la loi méme de Newton. Cependant si elles Vexplicitent, elles ex- 
priment immédiatement autre chose qu'elle : ’équation de La- 
place est relative a la facon dont le potentiel varie d’un point 
de l’espace vide & un autre point trés voisin ; et celle de Poisson 
ala fagon dont le potentiel varie d’un point A un point voisin 
dans la matiére ; au lieu d’exprimer des relations finies entre les 
masses prises deux 4 deux, comme la formule de Newton, les 
formules de Laplace et de Poisson expriment sous forme différen- 
tielle la variation de proche en proche, dans Vespace, d’une grandeur 
qui dépend de la répartition spatiale de l'ensemble des masses. 

Or c’est précisément par ce caractére qu’elles présentent une 
certaine analogie avec la loi cherchée par Einstein. I] nous reste 
maintenant @ tirer de cette analogie tout le parti possible pour 
achever de nous préparer & comprendre la loi d’Einstein elle- 
méme et sa découverte. 


99. Analogie de la loi cherchée par Einstein et des lois de Laplace 
et de Poisson : la déduction de ces deux lois et le probléme d’Eins- 
tein. — Nous venons de rattacher les lois différentielles de Laplace 
et de Poisson @ la loi de force de Newton. Ce qu’Einstein devra 
trouver ce sera aussi, nous le savons déja, une loi différentielle 
qui indiquera comment la courbure de l’E. T. déterminée par la 
répartition spatio-temporelle des masses varie de proche en 
proche. Mais cette loi ne se rattachera pas 4 une loi de force met- 
tant en relation instantanément des masses éloignées dans l’es- 
pace, puisque la simultanéité n’a plus pour Einstein de sens ab- 
solu ; et méme si par impossible elle devait équivaloir 4 une loi 
de force d’un autre genre, cette loi de force ne pourrait que se 
déduire de la loi différentielle, qu’il faudra découvrir d’abord et 
qui devra se suffire. 

D’aprées cela, pour justifier complétement le rapprochement 
que nous avons établi entre la loi d’Einstein et les lois de Laplace 
et de Poisson, il nous faut montrer avant tout que ces deux der- 
niéres lois pourraient aussi se suffire, abstraction faite de la loi 
d’attraction d’ou on les a déduites ; autrement dit que prises 
en elles-mémes elles équivalent 4 Ja loi de Newton. 

Considérons d’abord exclusivement des points de l’espace 
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extérieurs aux masses ; en tous ces points le potentie] obéit a la 
loi de Laplace, AV = 0. Que pouvons-nous tirer de cette équation 
aux dérivées partielles du second ordre ? 

I] nous faut trouver des solutions de cette équation, en tenant 
compte d’abord du fait qu’elle est relative a un potentiel créé 
par des masses, c’est-d-dire que dans le cas d’une seule masse ponc- 
tuelle, M, la fonction V, qui entre dans l’équation par ses dérivées 
secondes, ne pourra présenter de singularité qu’au point méme ou 
se trouve cette masse, point ou elle aura une valeur infinie, et que 
& une distance infinie de la masse elle devra étre nulle. 

Pour résoudre l’équation on tiendra compte aussi du fait 
qu’elle concerne une fonction « harmonique » ; ¢’est-a-dire que le 
potentiel V en un point quelconque de coordonnées 2, y, 2, est 
égal A la moyenne des potentiels correspondant aux points 
d’une sphére de rayon quelquonque ayant ce point comme centre : 
c’est précisément la ce qu’exprime l’équation de Laplace. Or 
les conditions aux limites dont nous avons parlé jointes a lhar- 
monicité de Ja fonction V suffisent pour établir que cette fonc- 


tion est nécessairement de la forme = rétant la distance du point 


considéré au point singulier ot se trouve Ja masse M, et k étant 
une constante; comme d’autre part la force en tant que dérivée 
premiére du potentiel et en tant que résultant de l’influence de M 
doit étre proportionnelle 4 la fois 4 V et 4 M, ces deux derniéres 
grandeurs doivent étre proportionnelles entre elles, ce qui permet 
d’identifier la constante k avec la masse M et redonne bien le po- 


tentiel V -* qu’on avait déduit de la loi d’attraction. 


La solution s’étendant sans difficulté au cas de plusieurs masses 
attirantes en raison de l’additivité de la fonction V on peut dire 
que l’équation de Laplace, par celles de ses solutions qui sup- 
posent les conditions aux limites dictées par la nature du probléme, 
équivaut & la loi de Newton, et suffirait par elle-méme & exprimer 
la loi de gravitation dans le vide. 

Le potentiel dans la matiére n’étant plus une fonction harmo- 
nique, l’équation de Poisson n’est pas aussi facile A résoudre que 
celle de Laplace ; cependant on peut la résoudre tout de méme, 
si bien que la loi AV = — 4xp, qui contient la loi de Laplace 
comme cas particulier, équivaut a la loi de Newton dans le cas 


293 DETERMINATION THEORIQUE DE L’E. T. GRAVITATIONNEL V-13 


général et suffirait par elle-méme a exprimer dans la matiére 
comme dans le vide la loi de gravitation. 

C’est sur le modéle de ces deux lois différentielles de Laplace 
et de Poisson qu’Einstein devait a priori concevoir la loi tenso- 
rielle qu’il cherchait et qu’il lui fallait découvrir directement. Pour 
pousser jusqu’au bout notre analogie il nous faudrait montrer 
ici comment les deux lois classiques auraient pu elles-mémes étre 
déduites directement a partir de lidée générale, que l’expérience 
aurait pu suggérer avant la découverte de Newton, d’un potentiel 
de gravitation, c’est-a-dire d’une fonction définie en chaque point 
de espace en dépendance de la répartition spatiale de toutes les 
masses du monde, et dont on puisse déduire la force gravifique. 

Tout d’abord, comme la loi de force de Newton, les lois de 
Laplace et de Poisson sont purement « statiques », ‘c’est- 4-dire 
qu’elles ne concernent que la distribution spatiale du _potentiel 
créé 4 un moment donné par des masses réparties de telle facon 
dans ]’espace. Maintenant, de ce point de vue statique,la loi de 
Newton se formule d’une facon absolue, c’est-a-dire indépen- 
damment de tout choix de coordonnées spatiales. En est-il 
de méme des lois de Laplace et de Poisson ? Non, en ce sens que 
expression méme du laplacien suppose des coordonnées d’es- 
pace, d’ailleurs arbitraires : nous avons supposé des coordonnées 
cartésiennes rectangulaires ; si nous en avions pris d’autres la 
forme du laplacien aurait changé et se serait compliquée ; ainsi 
dans le cas de deux dimensions et avec des coordonnées polaires p 
et 9, AV serait devenu 

SV Lov 


opt ae 


Mais si l’expression du laplacien dépend des coordonnées, sa 
valeur dans la matiére comme dans le vide n’en dépend pas ; il 
vaut toujours 0 dans le vide et — 4zp dans la matiére. En ce sens 
les lois de Laplace et de Poisson sont donc elles aussi indépen- 
dantes des coordonnées utilisées pour représenter la répartition 
des masses et du potentiel, c’est-a-dire qu’elles sont covariantes. 

Or la covariance de ces deux lois, si on eit voulu les déduire 
de l’idée d’un potentiel, aurait pu étre postulée a priori: en effet 
’hypothése la plus simple sur la nature du potentiel ERen ne eit 
été qu’il était une grandeur scalaire, grandeur invariante dépen- 
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dant uniquement en chaque point de l’espace des masses ex- 
térieures et de leurs distances au point considéré, c’est-a-dire 
d’autres grandeurs invariantes, auxquelles le potentiel ne peut 
étre lié que par quelque relation covariante. 

On voit maintenant comment se serait posé le probléme de la 
déduction de nos deux lois classiques : dans le cas du vide d’abord 
la fonction potentiel se serait présentée comme n’ayant de valeurs 
singuliéres qu’aux points occupés par les masses, et comme nulle 
a distance infinie de toute masse ; la loi de ses variations de proche 
en proche dans l’espace aurait nécessairement consisté en une 
relation covariante concernant elle-méme ou ses dérivées et va- 
lable pour une distribution quelconque des masses ; en particulier 
étant supposée vérifiée pour un certain ensemble de masses, puis 
séparément pour un autre, elle aurait di |’étre aussi pour la com- 
binaison des deux ensembles, comme |’expérience lett indiqué. 

Or on peut montrer que ce bloc de conditions n’est réalisé 
que par la loi de Laplace qui en fait concerne un invariant dif- 
férentiel, le laplacien, dérivé du potentiel lui-méme, et le soumet 
a la condition d’étre toujours nul dans le vide. 

Quant a la loi de Poisson elle aurait pu se rattacher a celle de 
Laplace de la facgon suivante: le potentiel de Laplace dans le vide, 
V, est une grandeur scalaire proportionnelle aux masses attirantes ; 
s'il doit y avoir pour un volume rempli de matiére une loi ana- 
logue a celle de Laplace, elle sera relative au potentiel créé par la 
matiére méme du volume considéré ; si d’autre part ce potentiel 
doit pouvoir s’ajouter a celui du vide, il devra lui aussi ¢tre une 
grandeur scalaire proportionnelle a la grandeur de la masse qui le 
erée. Donec si l’on suppose comme il est naturel que la loi cherchée 
pour l’intérieur de la matiére ressemble a celle de Laplace et la 
comprend comme cas particulier, elle comportera au premier mem- 
bre le laplacien AV du potentiel créé par la matiére enfermée dans 
le volume considéré, et au second membre, en vertu du principe 
Vhomogénéité, une grandeur scalaire, proportionnelle a la gran- 
deur au voisinage de chaque point de la masse créatrice du po- 
tentiel, et qui se réduise & 0 dans le vide : cette grandeur n’est 
autre que la densité p ; quant au coefficient 4x il ne dépend que du 
aE des unités, lesquelles sont supposées telles que G soit égal 
a 4. 


Les conditions postulées au cours de la détermination des deux 
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lois ne s’imposant pas toutes d’une facon nécessaire, il edt fallu 
confronter les lois une fois découvertes avec les données de l’ex- 
périence : bornons-nous & la loi de Laplace dans le cas d’un seul 
centre attirant ; nous savons déj& que les conditions aux limites 
et ’harmonicité de la fonction V conduisent a un potentiel de 


Man : 
forme > 0u M est la masse attirante et r la distance A cette masse 


du point considéré ; nous savons d’autre part qu’étant donné le 
potentiel on peut par simple dérivation obtenir la force agissant 
sur lunité de masse ; et que cette force est bien une attraction 
proportionnelle 4 la masse attirante et inversement proportion- 
nelle au carré de la distance. Done 4 supposer une grosse masse 
attirante, comme le soleil, de grandeur M, et en sa présence a une 
distance r une masse m assez petite pour que sa propre attraction 


sur le soleil soit négligeable, comme Ja planéte Mercure, on saurait 
que cette planéte subit de la part du soleil une attraction = et 


que étant données relativement 4 un systéme d’inertie S ow le 
soleil est immobile telles conditions initiales, la planéte doit dé- 
crire par rapport audit systéme l’orbite képlérienne classique : 
dans la mesure ou cette orbite est bien celle de Mercure, aprés 
correction des perturbations dues a l’influence des autres pla- 
nétes, on aurait vérifié l’exactitude de la loi de Laplace. 

Si nous avons tenu a développer ainsi jusqu’au bout les consé- 
quences de notre supposition d’une découverte directe des lois 
de Laplace et de Poisson, y compris la vérification de la loi de 
Laplace dans le cas simple de Mercure, c’est que Einstein a dt 
suivre pour la découverte et la vérification de sa loi une marche 
paralléle 4 celle que nous venons de dire, et que de plus il s’est 
laissé guider expressément par la forme méme des lois de Laplace 
et de Poisson. 

Avant d’en venir aux raisonnements mémes d’Einstein, réca- 
pitulons d’aprés tout ce qui précéde ensemble des conditions qui 
s’imposaient a priori a la nouvelle loi pressentie par lui : cette loi 
devait étre tensorielle, c’est-a-dire se ramener a VPannulation d’un 
tenseur, et par 1A méme covariante dans tout changement de 
coordonnées d’E. T. selon le principe général de relativité ; elle 
devait concerner un tenseur déduit du ds® et exprimer le degré 
de « courbure » de l’E. T. conformément a l’hypothése d’une gé0- 
métrie d’Univers répondant a la gravitation ; elle devait étre 
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valable sous sa forme générale dans les régions galiléennes de 
VE. T., c’est-a-dire trés loin, au sens spatial, de toute masse, aussi 
bien que dans les régions « courbes » plus proches des masses ; 
ceci pour répondre a l’idée méme de loi universelle. Beaucoup de 
lois tensorielles exprimant une certaine structure de VE. T. pou- 
vaient du reste a priori satisfaire & ces conditions, d’apres ce que 
nous avons dit du caractére de covariance et en méme temps de 
généralité des lois de la géométrie riemannienne. Aussi fallait-il, 
pour choisir parmi les lois possibles, s’imposer des conditions plus 
précises, quitte a ne les admettre d’abord qu’au titre d’hypotheses. 
En fait Einstein, s’inspirant de la forme des lois de Laplace et 
de Poisson, qui sont relatives aux dérivées secondes du potentiel 
et linéaires par rapport A ces dérivées, postula que la nouvelle 
loi, qui devait nécessairement pour exprimer la courbure de VE. T. 
concerner les g,, du ds? et leurs dérivées, ne contiendrait pas de 
dérivées des g,, supérieures aux dérivées secondes et serait elle 
aussi linéaire par rapport a ces dérivées. 

Il lui fallait donc examiner successivement tous les tenseurs 
qu’on peut déduire du ds? et rechercher si l’annulation de quel- 
qu’un d’entre eux pouvait répondre a l’ensemble des conditions 
et hypothéses, et constituer une loi acceptable. 

Dans laffirmative il ne lui resterait plus qu’a confronter les 
conséquences de la loi avec les faits, c’est-a-dire & passer de la loi 
aux mouvements de gravitation, par l’intermédiaire de Vhypothése 
complémentaire des géodésiques, — ou au besoin par une autre 
du méme genre —, et a voir si ces mouvements étaient au moins 
aussi conformes aux observations que les mouvements déduits 
de la loi classique. 

Nous allons voir qu’en fait une solution acceptable se trouva 
pour ainsi dire imposée sans ambiguité a Einstein par l’ensemble 
de ses postulats et hypothéses. 


100. Détermination de la nouvelle loi de gravitation dans le 
vide (*). — Einstein cherche d’abord une formule qui soit l’ana- 
logue de celle de Laplace, AV = 0, c’est-a-dire une formule qui 
exprime qu’un certain tenseur renfermant les uy et leurs dérivées 


(*) Sur cette question voir A. Einstein : Les fondements de la théorie de la 
relativité générale, trad. Solovine, § 12-14, p. 44-49. 
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est nul dans toute région de I’E. T. correspondant au vide de 
matiére dans l’espace et contenant les lignes d’Univers de points 
matériels isolés soumis a la seule loi de gravitation. 

Les tenseurs a considérer sont ceux que contient le ds? sous sa 
forme la plus générale, ou ceux qu’on en peut déduire. Il y a en 
premier lieu le tenseur fondamental 8., } mais son annulation n’est 
pas a envisager puisque les coefficients qui le constituent ont tous 
des valeurs significatives dans le cas général, certains seulement 
pouvant s’annuler dans le cas, en particulier, d’un E. T. galiléen 
rapporté 4 des coordonnées galiléennes. 

Passons done 4a des tenseurs dérivés du tenseur fondamental: le 
plus important est celui de Riemann-Christoffel, qui s’obtient 
par dérivation a partir du tenseur fondamental ; ce tenseur dé- 
rivé est du quatriéme ordre ; nous le désignerons par le sym- 


g ‘ . 
bole EX, (*). Ila 44 = 256 composantes et contient avec les ae 
leurs dérivées premiéres et secondes ; géométriquement il repré- 
sente la courbure riemannienne de l’E. T. 


Que signifierait la formule Ee = 0? C’est la constitution 
méme de notre tenseur qui va xous l’apprendre : ine est une 
somme de termes dont chacun contient au moins une dérivée 
covariante, premiére ou seconde, des g,,. Or nous savons que Si 
l’on utilise dans le plan, par exemple, des coordonnées rectilignes, 
la dérivée covariante d’un vecteur s’identifie avec sa dérivée 
ordinaire ; il en est de méme pour les tenseurs dans un E. T. gali- 
léen quand on utilise des coordonnées galiléennes. Supposons done 
qwil existe une région spatio-temporelle dans laquelle les g,,, 
soient constants quand on rapporte cette région 4 des coordonnées 
galiléennes ; la constance des g,, suppose alors que toutes leurs 
dérivées soient nulles; d’ou pour le systéme adopté le tenseur Lever 
dans chacun des termes duquel figurera au moins une dérivée nulle, 
aura dans cette région toutes ses composantes nulles. Mais si ce 
tenseur est ainsi annulé pour un systéme de coordonnées il doit 


étre nul aussi pour tous les autres systémes, méme pour ceux avec 


(‘) Il nous semble qu’en l’honneur d’Einstein on ferait bien de désigner ainsi 
par la lettre E, au lieu de la lettre R qui rappelle peut-étre en géometrie le 
nom de Riemann, les tenseurs qui servent A exprimer la loi de Gravitation. Ce 
choix aurait l’avantage, par ailleurs, de laisser disponible la lettre R pour repré- 


senter le rayon de |’Univers. 
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lesquels les g,, ne seraient plus constants dans la région consi- 


dérée. La loi Ey, = 0 nous apparait donc comme une condition 
nécessaire pour que relativement a des coordonnées galiléennes 
les g,,, puissent étre constants dans certaines régions de I’E. T. (). 

Une telle condition devra certes étre vérifiée dans la loi cher- 
chée puisqu’il faudra toujours que trés loin de toute masse l’E. T. 
soit galiléen et que le ds* exprimé en coordonnées galiléennes ait 


la forme simple ou tous les g | sont soit nuls soit égaux a lunité. 
Mais il est impossible que ladite condition soit obtenue au moyen 
de la loi E),, = 0 supposée valable dans tout IE. T., car cette 
formule entrainerait que ’E. T. a partout une courbure rieman- 
nienne nulle, autrement dit est partout galiléen, ce qui serait la 
négation de tout phénoméne de gravitation. I] faut demander la 
condition exigée a une formule moins restrictive que eae oni). 
mais qui cependant implique celle-ci pour les régions de l’E. T. 
trés éloignées des masses. 

Quel sera le nouveau tenseur dont l’annulation satisfera a 
cette exigence tout en laissant a l’E. T. une courbure ? 

Ici Einstein effectue sur le tenseur mixte E’,, Vopération de 


Ja contraction ; il obtient un tenseur du second ordre, Ey, 
tenseur a seize composantes seulement, et symétrique, ce qui 
réduit 4 dix le nombre des composantes distinctes ; et il exa- 
mine les conséquences de la formule Ey, = 0, formule qui 
symbolise dix équations exprimant l’annulation des dix compo- 
santes distinctes du tenseur Eyy. 

Le tenseur E.,, ne contient que les Suy et leurs dérivées pre- 
miéres et secondes, et il est linéaire par rapport aux dérivées 
secondes, tout comme le laplacien classique. 

Son annulation est compatible aussi bien avec un E. T. gali- 


, x Co “ae . 
léen ou Ey, Sera nul, qu’avec un E. T. non-galiléen, ou E% 


he Hyp 
sera différent de 0. La loi Epy = 0 laisse prévoir par conséquent 


un KE. T. qui sera dans certaines régions non-galiléen et dans 





(‘) Rigoureusement parlant les 
Soient les coordonnées, dans aucu 
galiléen ; mais la structure d’ 
régions la structure galiléenn 
pour abréger nous nous exp 


Suy he peuvent étre constants, quelles que 
ne région d’un E. T. qui n’est pas partout 
un tel E. T. peut avoir pour limite dans certaines 
e: c’est ce qu’on devra entendre chaque fois que 
rimerons comme nous venons de faire. 
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d’autres galiléen, comme Pexige a priori la notion classique — 
vérifiée en premiére approximation — de la gravitation. Il y aura 
donc lieu d’étudier de plus prés les conséquences de cette loi, 
afin de les confronter avec ies données de Vexpérience. 

Toutefois il convient auparavant d’examiner si d’autres ten- 
seurs déduits du ds® ne présenteraient pas les mémes avantages 
immédiats que En, : la réponse est que, a un terme additif pres 
de la forme kg,,, k étant une constante, le tenseur E,,, est le 
seul qui satisfasse 4 toutes les conditions imposées a priori : 
nous avons montré ci-dessus que ni le tenseur métrique ni le ten- 
seur de Riemann-Christoffel ne pouvaient répondre a la question : 
il en est de méme du tenseur qu’on obtient en contractant Eyy ; 
c’est alors invariant E, qui exprime la courbure gaussienne de 
PE. T. ; or lannulation de E serait une loi inacceptable, parce 
que trop générale ; E = 0 en effet ne symbolise qu’une seule équa- 
tion, qui laisserait trop indéterminés les coefficients g,,. En fin 
de compte il ne reste bien a envisager pour le cas du vide que la 
formule Eyy = 0. 


_ 101. Détermination de la nouvelle loi de gravitation dans la 
matiére. — La loi de Poisson, AV = — 4np, exprimait immédia- 
tement qu’en tout point d’une région de l’espace remplie de 
matiére le laplacien AV du potentiel dépendait de la densité p 
de la masse créatrice du champ au point considéré. 

Einstein, aprés avoir admis la loi Ex, = 0 pour le vide, analogue 
& la loi de Laplace AV = 0, devait chercher aussi pour |’intérieur 
de la matiére une loi analogue a4 celle de Poisson. Nous avons 
expliqué comment on aurait pu découvrir la Joi de Poisson a 
partir de celle de Laplace : la loi cherchée ne pouvait que mettre le 
laplacien AV en relation avec une grandeur caractéristique de 
la matiére créatrice du champ ; pour qu’en outre cette loi com- 
prenne la loi de Laplace comme cas particulier dans le vide, il 
fallait qu’elle exprime une égalité entre le laplacien et une gran- 
deur scalaire comme lui, liée 4 la matiére, et qui se réduise a 0 
dans le vide : ce ne pouvait étre que la densité p. 

Par un raisonnement analogue on serait conduit 4 dire que le 
tenseur Eyy qui est nul dans le vide doit étre dans la matiére égal 
& une grandeur liée elle aussi & la présence de cette matiére et qui 
s’annule dans le vide; mais qu’au surplus pour étre égale a 
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Ey, qui est un tenseur la grandeur en question ne devait plus 
étre un scalaire comme la densité ¢, mais un tenseur, conformé- 
ment au principe d’homogénéité tensorielle. | 

En fait nous verrons que la solution ne devait pas étre tout a 
fait aussi simple, en ce sens qu’au premier membre de la nouvelle 
équation correspondant a la loi de Poisson le tenseur Ey, ne figure 
plus seul ; mais le point essentiel était de découvrir le tenseur du 
second membre : commengons par 1a. 

Pour comprendre la facon dont fut résolu ce probléme il faut 
savoir que certaines grandeurs qui jouent un réle capital dans les 
théories de la mécanique, méme classique, sont précisément des 
tenseurs. On n’en sera pas étonné si l’on se souvient que le nom 
de tenseur a été emprunté comme nous avons eu l’occasion de le 
dire a la théorie de l’élasticité. 

Le postulat de la relativité restreinte, 4 savoir que toutes les 
lois physiques fondamentales doivent étre indépendantes du sys- 
téme d’inertie adopté pour étudier le mouvement des particules, 
invitait le physicien 4 mettre en évidence les tenseurs de la Méca- 
nique et de ’E. M., tout au moins en les exprimant relativement 
aux systemes d’inertie et avec les coordonnées ordinaires, que ces 
tenseurs soient des scalaires (tenseurs d’ordre 0), ou des vecteurs 
(tenseurs du premier ordre), ou des tenseurs proprement dits, du 
second ordre ou d’un ordre supérieur. 

Du méme coup les physiciens se trouvaient conduits a présenter 
Jes lois sous la forme de relations tensorielles, en particulier de rela- 
tions affirmant que toutes les composantes de tel tenseur sont 
nulles, puisque toute relation de ce genre vraie pour un systéme 
d’inertie est vraie pour tous les autres. Ceci aurait pu s’appliquer 
déja aux scalaires et aux vecteurs de Pespace ; mais c’est surtout 
du point de vue de l’E. T. de Minkowski et des grandeurs spatio- 
temporelles que la recherche systématique des quantités et des 
relations tensorielles se montra fructueuse. 

On commenga par l’E. M., puis l’on passa a la mécanique des 
milieux continus, spécialement a Yhydrodynamique. Or l’adapta- 
tion aux postulats de la relativité restreinte et la traduction en 
langage spatio-temporel des lois de Phydrodynamique classique 
put se faire aisément grace a la considération d’un tenseur d’E. ie 
du second ordre, dont les seize composantes étaient fonction, en 
chaque point du fluide, de la densité de masse, de la vitesse des 
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particules, et des pressions internes, au point considéré. Ce ten- 
seur, désigné par le symbole Ty,, fut appelé, eu égard aux élé- 
ments fondamentaux qui entrent dans sa constitution, le tenseur 
d’impulsion et d’énergie lié 4 la matiére, ou plus simplement le 
tenseur matériel. 

Nous n’avons pas a préciser davantage la nature de ce tenseur, 
mais nous devons souligner deux de ses propriétés qui devaient 
précisément le rendre utilisable dans la théorie de la gravitation. 
La premiére propriété est que le tenseur matériel se réduit rigou- 
reusement dans le cas du repos de la matiére, et en l’absence de 
pressions ou tensions internes, a un scalaire qui n’est autre que la 
densité de masse. Du reste il en est encore ainsi 4 trés peu pres 
quand la matiére est le siége de pressions ou de tensions, et plus 
généralement quand a la matiére sont liées des énergies d’origine 
quelconque ; voici pourquoi: le tenseur matériel comprend, en 
plus de la masse, toutes les formes d’énergie classiques dont la 
matiére peut étre le siége : énergie cinétique, énergie é.m. ; 
énergie chimique ; énergie de déformation mécanique, etc. ; la 
masse est d’ailleurs comparable 4 ces énergies puisqu’elle repré- 
sente elle-méme une énergie égale 4 son produit par le carré de la 
vitesse de la lumiére, W = m,c*; or la présence du facteur c? 
dans ce produit fait précisément qu’auprés de l’énergie contenue 
dans la masse elle-méme toutes les autres sont négligeables, 
méme l’énergie cinétique, 4 moins que la vitesse de la matiére ne 
soit une fraction notable de celle de la lumiére. 

En premiére approximation le tenseur T,, pourra donc tou- 
jours étre réduit a la densité p, qui n’est autre que la seiziéme de 
ses composantes, Ty. 

L’autre propriété repose sur la notion de divergence : dans la 
théorie classique de Maxwell, étant donné un vecteur E faisant 
partie d’un champ et ses composantes X, Y, Z, suivant trois axes 
rectangulaires, on utilisait la somme 

3) tn» epee YS 
aa + ay 22’ 
sous le nom de divergence du vecteur. 

L’intérét de cette quantité, qui est un scalaire, tient a ce que son 
intégrale étendue 4 un volume donne est égale au « flux » du vec- 
teur a travers la surface qui enferme ce volume, le flux a travers 
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un élément de surface étant lui-méme le produit de l’élément par 
la projection du vecteur sur la normale a cet élément. I] résulte de 
ces définitions que quand on a affaire 4 un vecteur vitesse dont la 
divergence est nulle pour tout un volume, le flux qui entre dans ce 
volume est égal 4 tout moment au flux qui en sort, si bien qu’a 
Vintérieur du volume il y a conservation au cours du temps de la 
quantité dont le vecteur représente le déplacement. 

Par analogie avec la divergence d’un vecteur on fut conduit a 
définir dans la théorie relativiste de Vhydrodynamique une quan- 
tité qui en l’absence de forces de gravitation, — c’est -a-dire dans 
un E. T. galiléen — et quand on emploie des coordonnées gali- 
léennes, se déduit du tenseur Ty, par dérivation ordinaire, et qui 
s’appelle aussi la divergence du tenseur Tuy. 

Or, et c’est ici la seconde propriété intéressante de notre ten- 
seur, l’annulation de sa divergence, dans le « volume » & quatre 
dimensions occupé par une portion de matiére soustraite a toute 
action extérieure, exprime la conservation de Vimpulsion et de 
énergie a l’intérieur de cette portion de matiére, un peu comme 
Yannulation de la divergence d’un vecteur vitesse dans un volume 
exprimait la conservation 4 l’intérieur de ce volume de la grandeur 
dont le déplacement était représenté par le vecteur ; si bien que 
admettre la conservation de Vimpulsion et de V’énergie dans une 
portion de matiére isolée revenait a dire que la divergence du tenseur 
matériel liée a elle était nulle. 

Ces explications fournies, nous pouvons comprendre comment 
le tenseur matériel put étre introduit dans la formule de la loi 
de gravitation pour l’intérieur de la matiére : le fait que ce ten- 
seur se réduit 4 trés peu prés dans le cas du repos a la densité de 
masse invitait 4 lui faire jouer dans la nouvelle loi le méme role 
qu’a la densité ¢ dans la loi de Poisson (1). Mais fallait-il attribuer 
encore au tenseur Ty, une divergence nulle dans le cas ov la por- 
tion de matiére considérée serait non plus soustraite a la gravita- 





(4) On voit ce qu’impliquait cette substitution : le tenseur matériel comprend 
outre la densité de masse la densité d’impulsion et d’énergie, ou plus briéve- 
ment la densité d’énergie liée A la matiére, quelle qu’en soit la forme. En énon- 
gant son principe d’équivalence, Einstein avait postulé que l’énergie était 
pesante comme la masse classique, c’est-a-dire obéissait au champ de gravita- 
tion. Ici il admettait que lénergie contribuait comme la masse classique a 
créer le champ ; nouveau postulat, donc, mais qu’imposait pour ainsi dire 
Videntification relativiste de la masse et de Pénergie. 
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tion et rapportée a un systéme d’inertie, — c’est-a-dire plongée dans 
un E. T. galiléen étudié en coordonnées galiléennes — mais sou- 
mise 4 la gravitation, donc plongée dans un E. T. non galiléen ? 

C’eit été impossible si la nouvelle théorie avait continué d’in- 
terpreter le champ de gravitation comme un champ de forces, 
puisque les forces de gravitation en exercant sur la portion de 
matiére considérée des actions extérieures eussent empéché 
Yimpulsion et l’énergie de s’y conserver. Mais nous savons que la 
nouvelle théorie ne voyait dans la gravitation qu’une généralisa- 
tion de l’inertie, ce qui obligeait 4 dire qu’un systéme matériel 
isolé par ailleurs et plongé dans un E. T. non galiléen n’était 
soumis qu’a ses actions intérieures, et que par suite l’impulsion 
et l’énergie devaient encore s’y conserver. 

La conséquence était que si l’on voulait faire jouer au tenseur 
matériel le rdle de l’ancienne densité de masse il fallait lui attri- 
buer a priori une divergence nulle, en vertu du principe de conser- 
vation. Seulement force était de concevoir cette divergence 
comme la généralisation pour un E. T. non galiléen et pour des 
coordonnées spatio-temporelles quelconques de la divergence 
calculée d’abord pour un E. T. galiléen et en coordonnées gali- 
léennes. La généralisation, qui aurait déja été nécessaire pour un 
E. T. galiléen rapporté 4 des coordonnées quelconques, consiste a 
substituer les dérivées covariantes aux dérivées ordinaires ; et 
c’est la divergence ainsi calculée du tenseur matériel, sa diver- 
gence covariante, qui devait étre nulle dans toutes les régions de 
VE. T. indépendamment du choix des coordonnées. 

En définitive voici comment se précisait le probleme de la 
nouvelle loi de gravitation pour la matiére (1) : on avait au second 
membre, pour remplacer la densité p de l’équation de Poisson, 
le tenseur T,,, de divergence covariante nulle; il fallait au pre- 
mier membre un tenseur déduit du ds? et qui exprime la courbure de 
YE. T., mais un tenseur qui pour étre égal 4 Ty, ait lui aussi une 
divergence nulle ; car deux tenseurs égaux ont toujours des diver- 





(1) Nous indiquons ici la marche suivie par Eddington dans son exposé de 
la théorie: Espace, Temps et Gravitation ; traduction J. Rossignol, 1 vol., 
Paris, 1921. Partie théorique. Section IV, n° 39-40, p. 92-97. Einstein a sulvl 
la méme marche dans sa 4° Conférence de Princetown: Quatre conférences sur 
la Théorie de la Relativité. Trad. Solovine, 4° Conférence, p. 73-77 ; mais dans 
son Mémoire de 1916 il avait procédé autrement. 
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gences égales ; était-ce le cas du tenseur Exy de la loi pour le 
vide ? Non; et c’est pourquoi nous disions plus haut que dans la 
solution ce tenseur ne devait pas figurer seul au premier membre. 
Mais les conditions déja énoncées et reprises ici — que le tenseur 
de courbure ne devait pas dépendre de dérivées des g,,, d’un ordre 
supérieur au second et qu’il devait étre linéaire par rapport aux 
dérivées secondes —imposait la solution, 4 un terme prés de diver- 
gence nulle dont nous ne parlerons pas pour le moment : au ten- 
seur Eyy Einstein substitua le tenseur de divergence nulle 


Ey a g,,H, ou E est VPinvariant qui représente la courbure 


totale de VE. T., généralisation de la courbure des surfaces de 
Gauss. 
En définitive la nouvelle loi de Gravitation pour lintérieur de 


la matiére était 


1 


Buy — 5 8yvE = i “Ty 5 


‘ 


ou x représente une constante. Cette loi comprend-elle la loi 
Eu, = 0 comme cas particulier ? Oui, parce que toutes les com- 
posantes de Ty, ne contenant que des grandeurs relatives a la 
matiére, ce tenseur s’annule dans le cas du vide ; dés lors on a 


1 


Buy = 9 8uy 


Ee 

mais on démontre que cette relation ne peut étre satisfaite que 
si E = 0; ce qui redonne bien la loi Ey, = 0. A elle seule donc la 
formule 


1 
Buy a 5 Suvi ag “Ty 
exprime pour tous les cas la nouvelle loi de gravitation, comme la 
formule AV = — 4rp de Poisson exprimait la loi de gravitation 
classique. 


102. Accord approché de la nouvelle loi de gravitation avec la loi 
classique (*). — La premiére chose a faire aprés avoir formulé la 
nouvelle loi de gravitation était de voir si elle était d’accord en 
premiére approximation avec la loi classique. 


(1) A. Einstein : Les fondements de la théorie de la relativité générale. Trad. 
Solovine, § 21, p. 63-66. 
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L’accord escompté devait se manifester de deux maniéres : 
d’abord dans la loi du mouvement d’un point matériel soumis a la 
gravitation quand on se référait & des coordonnées d’E. T. aussi 
proches que possible des coordonnées galiléennes ; ensuite dans 
la formule méme du champ de gravitation. Nous allons voir que 
dans les deux cas il y a bien en premiére approximation accord 
des deux théories. 

La nouvelle loi du mouvement gravitationnel d’un point est 
donnée en langage d’E. T. par les équations des géodésiques. La 
loi classique correspondante s’obtenait 4 partir du potentiel par 
une simple dérivation, la dérivée par rapport a l’espace du poten- 
tiel newtonien n’étant autre que la force relative 4 l’unité de masse, 
laquelle a mémes grandeur, direction et sens que l’accélération par 
rapport A un systéme d’inertie ; on a en effet 


aV*x oVd*y aVsd*z 


ax ait? oy S38 et ote 


Or on peut, a condition de négliger de petites différences, re- 
trouver l’équivalent de ces derniéres équations a partir des équa- 
tions des géodésiques de la théorie d’Einstein. 

Pour cela on suppose (1) qu’on a affaire a des coordonnées 
d’E. T. qui s’écartent peu des valeurs galiléennes (g,, = 1 ou 
guy = 0 suivant que » = v ou uw = »), ce qui correspond a un 
champ de gravitation peu intense et a des coordonnées qui trés 
loin de toute masse seraient galiléennes. Le mouvement relatif a 
ce choix de coordonnées, qui sépare a trés peu prés le temps de 
Yespace, se rapproche alors du mouvement classique relatif a 
un systéme d’inertie. 

Puis on suppose que relativement aux coordonnées choisies la 
vitesse du point matériel est petite par rapport a celle de la lu- 
miére, ainsi que la vitesse des masses créatrices du champ. 

Ces conditions suffisent pour que les équations d’une géode- 
sique se réduisent a celles-ci, qui sont semblables aux équations 
classiques du mouvement : 

Pee a ies yA 9, 9, 


i) 


ye, | 
dz? 2 ony 





(1) A. Einstein : tbid., p. 64. 


Sesmat II. 


306 THEORIE DE LA GRAVITATION V-26 


. . , , ° 
c’est-a-dire ou 2, symbolise les trois coordonnées d’espace, tandis 
que x, représente le temps. Les équations classiques presenteées 
de maniére analogue auraient pour symbole, 


dx aV 
a hae ou a= 1, 2,3. 


Pour regarder les deux équations symboliques comme équiva- 
lentes on voit qu’il suffit d’identifier & une constante prés, pour 


le cas ou sont réalisées les hypothéses admises, la grandeur — 3 844 
avec le potentiel classique V. On a 


— ess = V + constante ; 


mais, a distance infinie de toute masse, V = 0, et Pr 
Ee pate 
la constante est donc égale 4 — 5; d’ot.l’on peut écrire 
: se ; 1 ‘ =1—2V 
ah begs Va ou Vesa — £4); Ouencore gy =—1—2V. 


Nous allons montrer maintenant que, grace a cette identifi- 
cation des potentiels, la loi du champ d’Einstein équivaut bien 
en premiére approximation @ la loi de Poisson. 

La confrontation des deux théories suppose ici la comparaison 
du tenseur Tyy avec la densité de masse au repos p. Or nous 
savons qu’en premiére approximation et dans le cas du repos de 
la matiére T,, peut étre réduit a sa seizisme composante qui n’est 
autre que p ; et que ceci est encore vrai a trés peu prés quand la 
vitesse de la matiére, ici de la matiére créatrice du champ, est 
faible par rapport a celle de la lumiére, ce qui est ordinairement 
le cas en astronomie. On a donc a calculer la courbure de l’E. Ties 


Me 1 
c’est-a-dire la valeur du tenseur E,,, — 5 Suv dans le cas ou le 
tenseur matériel T,y se réduit & p et le second membre de la for- 
mule d’Einstein & — xp. 
Or on trouve que, en supposant réalisées les mémes conditions 


que tout a Vheure, l’équation d’Einstein prend la forme simplifiée 
que voici : 


2 2 
1 |: Baa | 28aa , Sa] As 
2 Lox,’ OQ" Oda Pe ge 


Mais nous avons dit ci-dessus que dans le cas dont il s’agit il 
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y a lieu d’identifier — 5 844 avec le potentiel classique V, 4 une 


constante prés qui n’intervient pas quand on prend les dérivées ; 
si bien que le premier membre de notre équation n’est autre que 
le laplacien AV du potentiel V, tandis que le second membre est 


% 


simplement la densité de masse multipliée par la constante — 





2 
Aux constantes prés l’équation obtenue équivaut donc a l’équa- 
tion de Poisson : AV = — 4zp, ce qui démontre l’accord des deux 


iois de la détermination du champ en premiére approximation. 

Le dernier rapprochement permet du reste d’interpréter en 
fonction des données classiques la constante x de la loi d’ Einstein : 
dans l’équation de Poisson nous avons sous-entendu la constante 
de la gravitation, G, la supposant égale a 1 avec un choix conve- 
nable des unités. Si nous la réintroduisons léquation devient 
AV = — 4nGo; d’autre part nous avons d’aprés ce qui précéde 


= ue. 
AV = — xp >; en écrivant que ces deux valeurs de AV sont égales 


nous obtenons 
2 “ 
4nGo = 5 d’ou = S 
En unités C. G. S.,G valait 6, 7 10-*; avec les mémes unités 


vaut 


8x 
o .6,7-10—-® = 1,87-10-2”. 
Cc 


On voit immédiatement ce qu’il était permis de conclure du 
double accord ainsi établi entre la loi d’Einstein réduite a ses élé- 
ments prépondérants et la loi de Newton: c’est que les deux hypo- 
théses qui avaient servi solidairement a établir la Joi en question, 
a savoir l’hypothése fondamentale d’une structure d’Univers 
correspondant a la gravitation et cette hypothése complémentaire 
que les masses gravitantes devaient suivre des géodésiques de 
VE. T. gravitationnel, avaient bien des chances de répondre Pune 
et autre a la réalité. Nous verrons qu’une étude plus poussée des 
conséquences de la loi d’Einstein devait conduire a des conclu- 


sions plus favorables encore. 


103. L’hypothése d’un Univers fermé. — Pour en finir avec 
notre exposé des principes de la théorie et avant d’en venir a la 
question des vérifications expérimentales, nous allons donner 
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encore quelques indications sur les idées d’Einstein relatives a la 
structure d’ensemble de I’ Univers. 

La théorie de Newton exige, pour que le potentiel de gravita- 
tion ait en tout point de l’espace une valeur finie, que la matiére, 
supposée répartie au sein d’un espace sans bornes, ou bien occupe 
seulement un volume limité de cet espace, ou bien y présente une 
densité moyenne qui,a partir des régions les plus denses, tende 
vers 0 dans toutes les directions. Comme I|’une et l’autre des con- 
ditions assignées est parfaitement réalisable,on peut dire qu’en 
ce qui concerne la gravitation la conception classique de l’Uni- 
vers ne présente pas de difficulté. 

Elle n’est pas aussi satisfaisante en ce qui concerne le rayonne- 
ment : si en effet la matiére est enfermée ou plus condensée dans 
un volume fini au sein d’un espace vide, ou a peu prés vide, illi- 
mité, l’énergie rayonnante, qui d’aprés la théorie classique du 
rayonnement s’échappe constamment des astres dans toutes Jes 
directions, se disperse sans retour vers l’extérieur du monde; et 
l’on est en droit de se demander ce qu’elle devient et pourquoi 
énergie rayonnante de tous les corps n’est pas dés maintenant 
épuisée. 

Comment ces questions se présentent-elles du point de vue dela 
nouvelle théorie ? Il faut observer d’abord que si l’on considére 
l’ensemble total des masses, abstraction faite de leurs mouvements 
propres, on peut toujours choisir une coordonnée de temps qui soit 
la ligne d’Univers de cet ensemble des masses, coordonnée qu’on 
peut a bon droit appeler le « temps cosmique », et corrélativement 
des coordonnées d’espace pur par rapport auxquelles la matiére 
prise globalement soit immobile : en ce sens on peut continuer de 
parler de lespace séparément, et se demander s’il est limité ou 
non. 

Cela dit, il semble bien que l’accord approché des deux lois de 
gravitation rende aussi nécessaire dans la nouvelle théorie que 
dans l’ancienne la limitation de la masse totale de l’Univers si 
lon veut conserver au potentiel une valeur finie en tout point de 
espace. Toutefois le probléme de la répartition spatiale de la 
matiére n’est plus comme dans la théorie classique indépendant 
de celui de la structure de espace lui-méme ; en effet c’est la seule 
presence de la matiére qui d’aprés les idées développées ci-dessus 
empéche IE. T. d’étre galiléen, et l’espace pur d’étre euclidien : 
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répartition d’ensemble de la matiére dans le monde et structure de 
espace ne sont plus que deux aspects d'un méme probléme. 

La solution la plus simple de ce probléme est 8 premiére vue la 
Suivante : l’espace est euclidien dans son ensemble, donc il 
s’étend sans bornes dans toutes les directions ; 14 ot est la matiére 
il est courbe : il l’est a l’intérieur de la matiére conformément 8 


1 
la loi E.,, a §,,E = —xT,,,; il l’est aussi autour de la ma- 


tiére, dans le vide, selon l’autre loi Euy = 0; et sa courbure est 
ici d’autant plus prononcée qu’il y a dans le voisinage des masses 
plus grandes et plus proches. En tout cas tres loin de toute masse 
considérable l’E. T. est galiléen et Pespace euclidien. 

Mais du point de vue d’Einstein cette premiére solution im- 
plique trois difficultés. 

La premiére vient du rayonnement : aux frontieres du monde 
matériel l’énergie rayonnante s’en va vers l’extérieur en ligne droite 
puisque l’E. T. y est galiléen ; cette énergie se disperse donc comme 
dans Ja théorie classique, mais avec cette aggravation que la 
dispersion s’accompagne ici d’une perte de masse continuelle, 
toute énergie E représentant une masse m égale au quotient de E 
par c?. 

La seconde difficulté est d’ordre théorique (1) : considérons un 
corps isolé et situé trés loin de tous les autres ; plongé dans une 
région galiléenne de l’E. T. il obéira a la loi d’inertie, et aura tou- 
jours sa masse inerte, qu’il faudrait par exemple vaincre au moyen 
d’une force si l’on voulait lui imprimer une accélération ; son 
inertie lui appartiendra donc comme une propriété absolue. Or, dit 
Einstein, ceci est contraire au postulat relativiste de Mach, 
d’aprés lequel l’inertie d’un corps devrait se définir uniquement en 
fonction des autres corps. Pourtant ce postulat de Mach parait 
trés solide du point de vue méme de la nouvelle théorie de la gra- 
vitation ; il résulte en effet des nouvelles équations du mouvement 
d’un point matériel dans un champ gravifique que l’inertie du 
point se trouve influencée par la proximité ou par le mouvement 
des masses voisines ; en particulier sa masse inerte augmente 
quand d’autres masses se rapprochent de lui. Ce résultat permet 
sans doute une explication double de l’inertie qui consisterait a 
attribuer aux corps une inertie propre de caractére absolu, et a 


(:) Einstein : Quatre Conférences, trad. Solovine, 4° Conf., p. 88-96. 
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dire qu’a cette inertie propre peut s’en adjoindre une autre, due 
a Pinfluence des masses voisines, et de caractére relatif ; mais il 
serait bien plus intelligible que, conformément aux idées de Mach, 
toute linertie d’un corps quelconque puisse s’expliquer par ]’in- 
fluence des autres corps de l’Univers, ceux-ci étant supposés 
toujours a distance finie du corps considéré, de telle maniére que 
leur influence sur lui ne puisse jamais s’annuler. 

La troisiéme difficulté apparait quand on considére d’un point 
de vue macroscopique, c’est-a-dire ici en faisant abstraction des 
différences locales de densité entre les étoiles par exemple et le 
vide interstellaire, la densité moyenne de tout V Univers, étoiles, 
nébuleuses et matiére cosmique. Si l’on regarde en premiére ap- 
proximation cette densité moyenne, », comme constante dans 
le temps et dans l’espace, on démontre d’aprés léquation 


Boy aea8 sop accatad 41" 

qu'il est impossible que l’E. T. soit dans son ensemble galiléen, 
et par suite que l’espace soit dans son ensemble euclidien, a 
moins que la densité p soit nulle, ce qui est manifestement inad- 
missible (1). I] faut done, pour cette derniére raison, renoncer A 
un KE. T. galiléen dans son ensemble et a un espace illimité ; 
pourtant une telle structure d’ensemble de I’E. T. était impliquée 
dans les deux lois d’Einstein ; la question est alors de savoir si 
l’on peut substituer & ces deux lois, ou plus précisément a la for- 
mule 


1 
Bon a 7 Suvi = — «T 


py 


qui contient lune et l’autre, une formule nouvelle qui tout en 
presentant les mémes avantages — conformité au principe de rela- 
tivité et accord approché avec la loi de Newton — soit compatible 
avec une structure d’ensemble non-galiléenne de |’Univers ; 
nous allons voir qu’en fait une telle formule a été découverte par 
Einstein et que grace a elle toutes les difficultés signalées ci-des- 
sus, et non pas seulement la troisiéme, disparaissent du méme 
coup. 

La structure globale de espace la plus simple aprés la struc- 
ture euclidienne, dit Einstein, parait étre celle d’un espace a cour- 





(') Einstein : Sur la structure cosmologique de l’es pace, trad. Solovine, p. 102. 
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bure indépendante du temps et de plus constante d’un point a l autre 
dans toutes les directions : si une telle courbure est positive l’es- 
pace sera l’analogue a trois dimensions de la surface d’une sphere ; 
il y aura un rayon de courbure de l’espace dans son ensemble, 
qui sera aussi le « rayon de l’Univers » — appelons-le R — ; et 
une courbure de l’espace égale 4 l’inverse du carré de ce rayon — 


appelons-la 2 = Re 
L’une de ces deux grandeurs devra nécessairement figurer dans 
la formule de la loi de gravitation modifiée dans le sens que nous 
venons de dire, si toutefois une telle loi est compatible avec le 
principe de relativité et les autres hypothéses d’ Einstein. 
Or il était facile de démontrer que l’addition au premier membre 
de l’ancienne formule 


1 
wv 4 gpl => xT ay 


E 
d’un terme Aguy ou k représenterait une constante universelle 
ayant les mémes dimensions que E, c’est-a-dire celles d’une cour- 
bure totale, L—*,n’empécherait pas |’équation nouvelle de satis- 
faire 4 toutes les conditions qu! avaient permis de déduire la pre- 
miére équation ; en particulier d’étre tensorielle comme le veut 
le principe de relativité, et de comporter & son premier membre 
un tenseur de divergence nulle comme I|’exige le principe de con- 
servation de l’impulsion-énergie. [] était donc permis d’introduire 
dans la premiére formule un terme en guy, A étant la courbure 
d’ensemble de l’espace, et d’écrire ainsi la loi de gravitation mo- 
difiée : 

1 
Env — 98pvE + Buy = — *T yy 


Ce que fit Einstein dés 1917 (?). 

Voyons maintenant les conséquences de la nouvelle formule : 
d’abord une densité moyenne de la matiére plus grande que 0 
était possible ; et cette densité était liée 4 la courbure ) par la 


. ~ 2nG . a £ 
relation A = nial at ou G représente toujours la constante de la 
c 


gravitation ; on pouvait dire que la courbure d’ensemble de !’es- 
pace était déterminée par la densité moyenne de la matiére uni- 
verselle et les courbures locales par la répartition de cette matiere. 





(1) Einstein : Kosmologische Betrachtungen. Rel. Prinzip., p. 138. 
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Ensuite I’Univers spatial ressemblant, au nombre prés des dimen- 
sions, A une surface sphérique, les rayons lumineux devaient y 
suivre, en gros, des trajectoires circulaires, ce qui supprimait 
pour l'ensemble du monde toute perte d’énergie et de masse. 
Enfin il n’y avait plus de régions de espace situées A distance 
infinie de toute masse ; la distance maxima de deux corps était 
finie, comme son analogue sur la sphére, c’est-a-dire la moitié 
d’un grand cercle, et cette distance était au plus égale 4 zR, R 
étant le rayon de I’Univers. Le comportement d’un corps quel- 
conque, toujours déterminé par la structure de I’E. T., dépendait 
donc partout uniquement de la presence des autres corps, puisque 
méme isolé d’eux le plus possible if devait obéir encore aux lois 
de la structure d’ensemble, elle-méme déterminée par la densité 
moyenne de la matiére universelle ; et ceci était conforme au pos- 
tulat de Mach. 

Quant a l’accord approché de la nouvelle théorie d’ Einstein 
avec la théorie classique il suffisait pour le maintenir de postuler 
que A était suffisamment petit, c’est-a-dire que la densité moyenne 
de la matiére était négligeable par rapport a la densité des astres ; 
ce qui, étant donnée l’énormité des distances interstellaires par 
rapport aux diamétres des étoiles, était parfaitement vraisem- 
blable. Des évaluations tentées plus tard de la densité moyenne 
p, et par elle de la courbure 2, et du rayon R, montrérent qu’effec- 
tivement il n’y avait pas lieu en pratique de tenir compte du 
terme en 2 de la nouvelle formule pour le calcul précis des con- 
séquences de la théorie relatives au champ créé par le soleil. 

Mentionnons pour finir une autre conception relativiste de 
Pensemble de l’Univers : celle de l’astronome de Sitter (19T75; 
Pour Einstein les lignes de temps des particules matérielles, abs- 
traction faite de leurs mouvements propres, sont des droites 
paralléles — ce qui correspond a l’existence d’un temps cosmique 
absolu ; l’espace seul est courbe, et sa courbure est déterminée 
comme nous l’avons dit par la densité moyenne de la matiére 
universelle ; réduit a deux dimensions IE. T. d’Einstein aurait 
pour représentation géeométrique un cylindre dont les généra- 
trices seraient les lignes de temps et dont les paralléles consti- 
tueraient l’espace aux différents instants. Pour de Sitter, les 
lignes de temps ne sont pas plus des droites que les lignes d’espace ; 
le temps aussi est courbe; et la courbure del’E. T. est indépendante 
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de la densité de la matiére (1). De la courbure du temps dans I’ Uni- 
vers de de Sitter on déduisit cette conséquence que la durée d’un 
phénoméne déterminé observé de trés loin devait paraitre plus 
fongue que la durée d’un phénoméne identique observé sur place, 
et que par exemple les vibrations lumineuses des astres lointains 
devaient nous apparaitre plus lentes que les vibrations terrestres 


correspondantes (*). Nous verrons plus loin l’intérét de cette con- 
séquence. 


ARTICLE XIII 


L’ESPACE-TEMPS GRAVITATIONNEL ET L’EXPERIENCE 


104. Séparation nécessaire de lespace et du temps dans nos 
observations et nos mesures. L’accord approximatif de la 
nouvelle loi avec la loi de Newton était nécessaire du point de 
vue relativiste puisque la loi de Newton a pour elle depuis long- 
temps la consécration de l’expérience; mais le fait méme que 
Paccord n’était obtenu qu’au mvuyen d’approximations laissait 
prévoir de petites différences dans les conséquences rigoureuses 
des deux lois : ces différences étaient-elles susceptibles d’un con- 
tréle expérimental : si oui, allaient-elles étre vérifiées ? 

L’énoncé méme de ce probleme oblige a poser une question 
préalable : comment faire pour vérifier rigoureusement une loi 
spatio-temporelle ? Tant qu’onse bornait 4 un contréle approxi- 
matif les choses étaient relativement simples : il suffisait de 
choisir des coordonnées spatio-temporelles qui correspondent a 
peu pres a l’emploi d’un systéme de référence d’inertie et du temps 
de ce systéme ; si bien que le mouvement exprimé au moyen de 
ces coordonnées équivalait 4 peu pres 4 un mouvement classique 
relatif 4 un systéme d’inertie: on simplifiait ainsilaloi pour pouvoir 
rapporter les mouvements qu’elle déterminait 4 un systeme de 
référence au sens ancien. 

Or l'une des caractéristiques de ces systémes de référence est 





(1) Voir J. Becquerel : Le Principe de Relativité et la Théorie de la gravita- 
tion, p. 291 et suivantes. 
(2) Ibidem, p. 298. 
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que leur emploi suppose une séparation rigoureuse de l’espace et 
du temps, c’est-a-dire la possibilité de mesurer directement et 
dans toute l’étendue d’un méme systéme des distances pures et 
des durées pures. Et nous savons qu’a l’encontre la théorie géné- 
rale d’Einstein repose sur l’emploi systématique de coordonnées 
spatio-temporelles quelconques, c’est-a-dire qui permettent bien 
de situer tout événement dans l’E. T. et d’exprimer toujours l’in- 
tervalle spatio-temporel entre deux événements donnés, mais 
qui dans le cas général n’impliquent pas de séparation entre dis- 
tances pures et durées pures. 

La loi d’ Einstein prise dans sa rigueur va-t-elle donc nous mettre 
en présence exclusivement de relations spatio-temporelles im- 
possibles 4 dissocier ? S’il en était ainsi il nous faudrait, pour pou- 
voir la confronter avec l’expérience, savoir effectuer des mesures 
directes d’intervalles d’E. T. ; en fait nous ne savons pas le faire ; 
tout ce que nous connaissons de la réalité physique, et des mouve- 
ments des corps en particulier, provient de mesures séparées de 
durées et de distances. 

Le probléme se pose done de la possibilité d’un rapprochement 
entre ces mesures de temps pur ou d’espace pur et les grandeurs 
admises explicitement dans la nouvelle théorie : essayons de voir 
comment il peut se résoudre. 


105. Nécessité pour le contréle de la théorie de coordonnées 
qui séparent le temps de l’espace. Précisons d’abord la facon 
dont la théorie classique de la gravitation se confronte avec l’ex- 
périence : nous nous bornons a l’Astronomie du systeme solaire, 
et méme, pour simplifier, au mouvement d’une seule planéte en 
présence du soleil supposé fixe. 

La théorie, aprés avoir défini attraction exercée sur la planéte 





par le soleil, déduit de la loi y = £ Paccélération que cette planéte 


subira relativement a un systéme d’inertie ; c’est alors la loi dif- 
férentielle du mouvement de la planéte, sous la forme d’équations 
différentielles du second ordre ou le temps joue le réle de variable 
indépendante ; pour obtenir l’équation finie de la trajectoire sous 
la forme de relations entre les coordonnées d’espace, on élimine le 
temps entre les équations différentielles du mouvement et Von 
intégre ; enfin pour obtenir la loi du mouvement sur la trajectoire, 
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sous la forme de relations finies entre les coordonnées d’espace 
et le temps, on isole dt dans les équations différentielles, on in- 
tegre, et l’on tient compte des conditions initiales de position et 
de vitesse. 

Mais tout cela implique le recours 4 un systéme d’inertie autant 
que possible lié au soleil, pour supprimer toute vitesse parasite, 
et surtout auquel on puisse se référer dans les observations. Si 
Pon ne pouvait observer que les astres solaires, il serait trés ma- 
laisé de vérifier la loi de gravitation ; on n’y arriverait tout au 
plus que par une induction laborieuse ; heureusement, le systéme 
d’inertie théorique se trouve a peu pres réalisé matériellement par 
ensemble des étoiles ; et c’est effectivement par rapport aux étoiles 
qu’on repére d’abord les positions apparentes du soleil et de la 
planéte vus de la Terre ; ensuite, en tenant compte principale- 
ment du mouvement de la Terre, les positions vraies du_ soleil 
et de la planéte : la position vraie du soleil est a peu prés invariable 
par rapport aux étoiles ; quant aux positions vraies de la pla- 
néte elles varient au cours du temps et c’est en étudiant leur suc- 
cession qu’on peut contrdéler si le mouvement de l’astre est bien 
conforme a la théorie. 

Maintenant, que supposent ces observations immédiates, et 
cette déduction des positions vraies 4 partir des positions ap- 
parentes ? Elles supposent essentiellement des mesures directes 
de durées, qui permettent de dater par rapport a un instant 
origine toutes les positions observées ; et des mesures directes 
de longueurs, qui permettent de calculer 4 n’importe quel ins- 
tant les distances au soleil de la terre et de la planéte. 

Les durées se mesurent aisément grace 4 l’uniformité de la 
rotation de la Terre autour de son axe par rapport a l’ensemble 
des étoiles. 

Pour les distances, on les calcule d’aprés les principes de la 
trigonométrie, eux-mémes conformes aux principes de la géométrie 
d’Euclide ; c’est-a-dire qu’on les déduit d’une longueur de base 
mesurée directement une fois pour toutes, et de mesures d’angles. 
La longueur de base fondamentale est la distance de deux points 
de la surface terrestre relativement rapprochés, d’ot l’on déduit 
d’abord la longueur d’un are de méridien terrestre, puis celle 
du rayon équatorial de la Terre ; les angles sont obtenus par des 
visées d’objets terrestres ou par des visées d’astres, ce qui 
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suppose valable partout la loi de la propagation rectiligne de la 
lumiére dans le vide ou dans un milieu homogéne. Du rayon de 
la Terre et de la parallaxe solaire on déduit pareillement la dis- 
tance de la Terre au Soleil ; de cette distance et d’observations 
combinées des deux astres on déduit la distance de la planéte 
au Soleil. 

Tout cela est relativement simple, parce que pour les classiques 
le temps mesuré par la rotation de la Terre — le temps terrestre — 
est valable partout ; que la gravitation n’influence pas la marche 
des rayons lumineux et que dans tout Vespace régne la métrique 
euclidienne. 

Placgons-nous maintenant au point de vue relativiste : ici la 
théorie devra déterminer en premier lieu la courbure qu’impose 
a PE. T. la présence du Soleil ; de cette courbure se déduiront 
les équations des géodésiques ; et le mouvement de la planéte 
sera connu sous forme différentielle par ces équations. 

La question est de raccorder le mouvement théorique ainsi 
défini au seul mouvement observable, c’est-a-dire au mouvement 
relatif 4 ensemble des étoiles. Si l’on veut retrouver Péquivalent 
des équations finies du mouvement classique, il faudra intégrer 
les équations des géodésiques ; et tenir compte de conditions 
initiales observables. 

Mais si les coordonnées spatio-temporelles choisies sont quel- 
conques l’intégration ne pourra donner ni la forme d’une tra- 
jectoire spatiale ni la loi de son parcours par la planéte au cours 
du temps ; seules des coordonnées dont trois soient des coor- 
données d’espace pur, la quatriéme étant une coordonnée de temps 
pur, permettront d’aboutir par intégration A des relations entre 
les coordonnées d’espace qui constituent Péquation d’une tra- 
jectoire, et a des relations entre les coordonnées d’espace et la 
coordonnée de temps qui fournissent la loi finie du mouvement. 

Le point important est done de savoir a quelles conditions un 
choix de coordonnées de ce genre est possible : du point de vue 
mathématique il suffit que Pune des quatre coordonnées, x, = ¢ 
pay exemple, étant choisie comme coordonnée de temps pur, les 
trois autres, 2, 2, 25, lui soient orthogonales, c’est-a-dire que 
dans le ds* il n’y ait pas de terme rectangle ou dt figure avec la 
différentielle d’une autre coordonnée, les termes d’espace étant 
d’ailleurs précédés du signe + et le terme de temps du signe — : 
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les trois coordonnées 2, 2», x3, sont alors des coordonnées d’es- 
pace pur. 

Ceci ne veut pas dire qu’étant donnés par exemple deux évé- 
nements quelconques ayant mémes coordonnées d’espace la dif- 
férence At de leur coordonnée ¢ sera la durée mesurable d qui 
d’aprés la théorie sépare ces événements ; mais on pourra établir 
une relation entre At et d. On peut en dire autant de la différence 
des coordonnées spatiales de deux événements qui auraient méme 
coordonnée t, et de la distance mesurable / qui, d’aprés la théorie 
toujours, sépare les points ou ces événements ont lieu. 

Maintenant, quel rapport y aura-t-il entre la durée théorique d, 
ou la variable ¢, et le temps observable ? Quel sera le rapport de 
la distance théorique / ou de la résultante des différences entre 
les coordonnées d’espace, et la distance classique mesurée ou 
calculée, car il faudra bien se faire une idée de ces rapports si 
lon veut confronter les conséquences de la théorie avec les ob- 
servations ? 

La réponse a cette double question dépendra, on le comprend, 
de la facon dont sont mesurés ou calculés dans chaque probléme 
la distance et le temps : nous nous contenterons de montrer 
dansce qui suit comment le probléme se résout dans le seul cas 
concret que nous ayons a envisager, celui d’une planéte soumise 
au champ créé par le soleil seul. 


106. Champ de gravitation d’une seule masse attirante : le 
ds? de Schwarzschild dans le vide. — La confrontation de la théorie 
relativiste de la gravitation avec l’expérience supposait avant 
tout la solution rigoureuse des équations d’Einstein appliquées 
aux mouvements planétaires : probleme difficile dans sa génera- 
lité, comme tous ceux ou il s’agit d’intégrer des équations diffé- 
rentielles. Cependant on pouvait espérer le résoudre dans certains 
cas particuliérement simples, correspondant aux cas les plus 
simples de la théorie classique, et avant tout a celui d’un point 
matériel mis en présence d’une seule masse attirante assez grande 
pour étre considérée elle-méme comme fixe. | 

Des 1916 Schwarzschild donna une solution des équations 
d’Einstein pour ce dernier cas qui est précisément celui d'une 
planéte soumise a l’influence prépondérante du soleil, les in- 
fluences des autres planétes sur son mouvement étant négli- 
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gées (1). Nous allons faire connaitre cette solution de Schwarz- 
schild, et c’est d’elle que nous déduirons les conséquences de la 
théorie qu’on a pu soumettre au contréle des observations, bien 
qu’en fait Einstein les eit déduites, d’une facon moins rigoureuse, 
indépendamment de la solution de Schwarzschild et avant de la 
connaitre. 

Nous nous supposons dans le vide a une certaine distance d’une 
masse attirante M que nous supposons pour le moment réduite a 
un point ; comment I’E. T. est-il déformé — par rapport a la 
structure galiléenne qu’il aurait en l’absence de toute masse — 
du fait que M existe ? La réponse est impliquée dans la loi Evy = 0 
qui s’applique en tout point du vide et qui, étant donnée la pe- 
titesse du terme en ) dans la formule modifiée, peut étre ici con- 
sidérée comme exacte. II s’agit done de découvrir une solution 
de cette équation qui réponde au cas d’une seule masse ; dune 
fagon plus précise il s’agit de découvrir la forme qu’impose au 
ds* la présence de la masse M en tout point de sa sphére d’in- 
fluence. 

D’ailleurs, d’aprés ce qui a été dit plus haut, il faut si l’on veut 
rejoindre les données observables exprimer ce ds? au moyen de 
coordonnées qui séparent le temps de Pespace. Le raccord avec 
Pexpérience devant nécessairement exiger l'utilisation du_sys- 
téme d’inertie constitué par l’ensemble des étoiles — disons du 
systeme stellaire — il est tout indiqué de prendre pour ligne de 
temps pur la ligne d’ Univers de la masse attirante, puisque cette 
masse représente le soleil, lequel en astronomie solaire est re- 
gardé comme fixe par rapport aux étoiles. 

Appelons t la coordonnée correspondante : si nous voulons que 
les trois autres coordonnées -soient purement spatiales, il faut 
qu’elles soient orthogonalesa la ligne t seule variable, c’est-a-dire 
que le ds* ne contienne pas de termes rectangles en dt. Mais nous 
pouvons imposer d’autres conditions 4 nos coordonnées d’espace : 
si en effet nous faisons de l’E. T. créé par la masse M une coupe 
¢ = constante, nous devons obtenir quel que soit t un espace a 
symétrie sphérique par rapport a la position de M, car il n’y a rien 
d’autre que M qui puisse le déformer ; il est dés lors naturel de 





() K. Schwarzschild : Das Gravitationsfeld eines Massenpunktes. Berliner 
Sitzungsberichte, 1916, p. 189-196. 
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choisir des coordonnées d’espace adaptées a cette symeétrie, c’est- 
a-dire des coordonnées polaires A l’origine desquelles la masse M 
soit constamment immobile. 

Quel serait le di? d’un espace euclidien en coordonnées polaires ? 
En coordonnées cartésiennes rectangulaires on a 


dl? = dx* + dy? + dz?; 


par rapport a des coordonnées polaires r, 9, 9, r étant le rayon 
vecteur, 9 la longitude, et 9 la colatitude, c’est-a-dire le complé- 
ment de la latitude A, ou5— A, ona: 

x=rsin § cos 9 

y =r sin 6 sin ¢ 

Z=TP COS 9. 


Pour obtenir la nouvelle expression du di? il faut calculer les 
différentielles totales dx, dy et dz par rapport ar, 9 et 9, et faire 
la somme de !eurs carrés ; on obtient 


dl? = dr? + r2d0? + r? sin?0d+2. 


Ces coordonnées d’espace sont orthogonales entre elles, ce qui se 
manifeste par l’absence de termes rectangles en drd§, drdg et dodi. 
Dans un E. T. galiléen le ds s’obtient a partir du dl* spatial par 
adjonction du terme — cdi’. En ajoutant ce terme a notre di 
nous aurons le ds* d’un E. T. galiléen en coordonnées polaires : 


ds® = dr? + r*dé? + 7? sin?0dy? — cdt?. 
Si nous comparons cette formule avec la formule générale du 
ds*, nous yoyons que 
14=T, Ly = 9, Ig = 9, et i=t 
ou mieux x, = ct ; et que 
gu = 4, 8.2 = 1, 833 = 7° sin’ 0, et Bu = —1; 


et que tous les autres g,, sont nuls. 

Mais notre E. T.n’est pas galiléen, puisque la masse M le déforme, 
ni notre espace euclidien ; cependant en raison de la symétrie 
sphérique de cet espace par rapport a la position de M nous sommes 
invités & garder nos quatre coordonnées r, 9, 9 et t, quitte a al- 
fecter les termes du ds* de nouveaux coefficients g,,. Nous pou- 
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vons done déja écrire notre ds? sous la forme indéterminée que 
voici : 


ds® = gy,dr? + ood? + gs, dy? — gycdt?, 


et le tout est de savoir comment la courbure de |’E. T. va se ma- 
nifester par les valeurs des coefficients g. 

C’est la symétrie spatiale de l’espace par rapport a la position 
de M qui va nous faire trouver la réponse. Faisons d’abord une 
remarque au sujet des termes en dé? et dy”: il semblerait 4 premiére 
vue que la symétrie sphérique de l’espace doive exclure les termes 
di* et ds* eux-mémes, qui paraissent faire dépendre le ds? de la 
direction ; mais il n’en est rien : d’une part en effet la présence 
de ces termes est nécessaire du fait qu’il faut bien rapporter les 
coordonnées intrinséques d’une sphére a des poles ; d’autre part 
les termes en question ne brisent pas en réalité la symétrie, a 
condition de ne figurer dans le ds* que réunis dans lexpression 
ds + sin*4 d¢*, qui, au facteur r? prés, représente pour une région 
quelconque de la sphére le carré de l’élément de grand cercle. 
Nous pouvons donc et nous devons garder d et dz* dans notre 
formule, groupés comme nous venons de dire ; ceci réduit a trois 
le nombre des termes réellement séparables de notre ds, et nous 
n’avons plus que trois coefficients distincts a déterminer. 

La fixité dela masse a l’origine des coordonnées d’espace signifie 
que les coordonnées spatiales de M sont indépendantes de la coor- 
donnée temporelle t ; et elle entraine la méme indépendance par 
rapport a ¢ du « champ » créé par M dans Pespace : on dit que ce 
champ est statique. Or si t figurait dans les coefficients du ds? les 
composantes du champ varieraient dans Pespace en fonction de 
t; ¢t n’y figurera donc pas : on exprimera cette condition en 
disant que le ds? lui-méme est statique. 

Par contre le champ devant, pour toute valeur de ¢, dépendre 
de la distance spatiale a la masse M, puisque c’est seulement a 
distance infinie de cette masse qu’il est nul, les coefficients seront 
fonction de cette distance, et, A cause de la symeétrie, d’elle seule. 
I] est vrai que la coordonnée r qui dans notre formule correspond 
au rayon vecteur euclidien ne représente sans doute pas la dis- 
tance radiale mesurable; cependant comme cette coordonnée n’est 
fonction que de cette distance, les coefficients cherchés seront 
eux aussi fonction de la seule coordonnée r 
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Voici done comment nous pouvons écrire maintenant notre 
ast: 


ds* = f,(r)dr® + f(r) (d0® + sin26dy*) — f,(r)c2dt?. 


Ces trois fonctions de r devant étre positives, on peut les mettre 
sous forme exponentielle, et écrire 


ds* = e'dr? + emr®(d6? + sin?6dy?) — enc?dt?. 


Mais la variable r n’est définie jusqu’ici que comme fonction 
de Ja seule distance radiale, et nous pouvons la supposer telle 
qu’une des fonctions exponentielles soit égale 4 ’unité ; admettons 
que ce soit le cas pour e” ; nous avons alors 


ds* = e'dr? + r?(d6? + sin?6dy?) — enc?di*, 


et il ne nous reste a déterminer que deux fonctions de r, / et n. 

C’est ici qu’intervient la loi de la gravitation pour le vide : nos 
deux fonctions doivent étre telles que l’équation symbolique 
Ey = 0 soit satisfaite. 

E.,, Se déduit des g,, dans le cas général d’abord par certaines 
dérivations qui donnent le tenseur de Riemann-Christoffel, 
ensuite par contraction, ce qui donne Eyy. Ici nous n’avons que 
quatre g,, différents de 0: 


78 — yp? gin? me. 
bu = e', 82 =" 833 = 7° sin"d, et Bsa = © 


C’est a partir de ces valeurs des g,, qu’on calcule le tenseur de 
Riemann-Christoffel, puis le tenseur Ey, ; et Pon écrit que toutes 
les composantes de ce dernier tenseur sont nulles. Le résultat 
est une équation différentielle contenant l et n ; mais on montre 
que le fait qu’a une distance infinie du centre g,, et 244 doivent 
avoir avec les coordonnées choisies les valeurs 1 et — 1 exige 
Pégalité 1 = — n; de cette égalité, et de la condition que lune 
des composantes de Ey,, a savoir Ey, doit étre nulle, comme les 
autres d’ailleurs, on tire, en posant &* = ‘7, 


dy 


2A , 
L’intégration de cette équation donne 7 = fas) A étant 
la constante d’intégration. 
Que peut étre cette constante ? Elle doit dépendre de la masse 
M qui détermine le champ, puisque deux masses différentes 


21 
SesmarT II. 


322 THEORIE DE LA GRAVITATION V—42 


doivent produire des champs d’intensités différentes. D’autre part 
d’aprés la loi classique le champ est en raison a la fois de la gran- 
deur de la masse et de la constante de la gravitation G, autrement 
dit du produit GM. Enfin comme A a les dimensions d’une lon- 


gueur, puisque = est un nombre comme 1, le rapport de GM a 


A, on le constate aisément, ales dimensions du carré d’une vitesse, 
et d’une vitesse qui doit aussi étre une constante ; il est done in- 








diqué d’introduire ici la vitesse de la lumiére et de poser A = a , 
ce qui donne pour le facteur numérique + la valeur 1 — ee 


Il suffit maintenant de remplacer dans l’expression du ds? 
e" par ‘y, et, puisque n = — 1, 


1 
e pare ou 71, 


pour obtenir le ds? en fonction de r, 9 et 9, de M et des constantes 
universelles G et c: 


ds? = y—dr? + r*(dé? + sin?6dy*) — yc*dé?, 


ou 
dr? : pie 
PE yada ae 2(Jp2 26 qn2 2 
$ GM + r*(d6? + sin?6dy*) (1 a, }e dt. 
Pr 


C’est 14 aux notations prés le ds? de Schwarzschild qui exprime 
les propriétés de l’E. T. déformé par la masse M ('). 


107. Le ds* de Schwarzschild & Pintérieur de la masse attirante. — 
2GM 
cr 
ou r seul est variable. Ce facteur affecte les carrés des différentielles 
des coordonnées ; quand il s’agira de calculs portant sur les dif- 
férentielles elles-mémes, dr ou dt par exemple, il fera place a sa 


racine carrée, 
Vr= \/ pees 
Cr 


Or ce nouveau facteur n’a de sens qu’autant que la quantité 
sous le radical est positive ; c’est-d-dire qu’autant que l’on a 


La formule que nous venons d’obtenir contient le facteur 1 — 





(*) K. Schwarzschild : Ibidem, p. 194. 
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1 _.2GM ; rere ; 

— “a, > 9; la méme condition résulte d’ailleurs de ce que 
dans le ds? le coefficient Lia, Ici 1 acts doit étre toujours po- 
sitif. 

1] nous faut done 

2GM 2GM 
1 ae P7 Vea) Cy, aa 


2GM 
Quand ra la valeur 2» que nous appellerons 7,, ou une valeur 


inférieure, la formule de Schwarzschild ne peut plus s’appliquer, 
et comme r est fonction de la seule distance du point ot l’on se 
place a la masse attirante, la formule a pour limite d’application 
une surface sphérique dont tous les points ont une coordonnée r 
de valeur ry. 

Toutefois on est en droit de supposer que dans tous les cas 
concrets, ou la masse attirante n’est évidemment jamais réduite 
a un point, mais remplit un volume, la barriére sphérique définie 
par ja valeur critique r, ne se trouve pas a l’extérieur de la masse ; 
si bien que pour établir la forme du ds? A l’intérieur de la barriére 
il faut appliquer non plus la loi pour le vide Ey, = 0, mais la loi 
pour la matiére, 


1 


Ey — 5 Buy = — xT uy. 


wv 


Si d’ailleurs la barriére théorique se trouvait a l’intérieur de la 
masse matérielle, cette seconde loi s’appliquerait bien entendu 
jusqu’a la frontiére de cette masse, la loi Ex, = 0 n’étant valable 
qu’au dela de cette frontiére, dans le vide. 

C’est encore Schwarzschild (1) qui le premier a donné la formule 
du ds* pour lintérieur de la matiére, en supposant la masse at- 
tirante sphérique, de densité constante et dépourvue de mouve- 
ments internes, toutes hypothéses qui simplifiaient l’expression 
du tenseur matériel Tyy. 

Avec les mémes coordonnées que pour le cas du vide la formule 
établie par Schwarzschild équivaut a la suivante, o R représente 
non pas le rayon réel de la masse sphérique, mais le quotient par 


(1) K. Schwarzschild: Uber das Gravitationsfeld einer Kugel. Berliner 
Sitzungsberichte, 1916, p. 424-434. 
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9x de la circonférence d’un grand cercle de la surface de cette 
masse (1) : 

dr 

a6me tM 


eRe 
; a Sane RY To 
a “(3/1 eV — oR) dt. 

Par opposition au ds* du vide, ou ds? extérieur, cette formule 
s’appelle le ds® intérieur de Schwarzschild. 

Dans le ds® extérieur, la distance critique r, est proportionnelle 
a la masse M ; pour une masse sphérique de grandeur donnée plus 
la densité est grande, plus le rayon est petit ; aussi la barriére, 
supposée intérieure a la masse, est-elle d’autant plus proche de la 
frontiére que la densité est plus élevée. La théorie conduit donc 
a postuler une limite supérieure de la densité de la matiére, a 


savoir une densité tellement grande que la barriére devrait tomber 
dans le vide. 


ds? = dé? + sin? 6d¢?) 


108. Les coordonnées de Schwarzschild et le systéme de ré- 
férence stellaire. Nous ne pourrons déduire des formules de 
Schwarzschild aucune conséquence observable tant que nous 
n’aurons pas établi une relation entre l’usage des coordonnées qui 
figurent dans ces formules et le mode de description des phéno- 
ménes qui pratiquement s’impose a nous en Astronomie. Heureuse- 
ment la relation dont il s’agit est en définitive assez simple. 

La masse M de I’E. T. de Schwarzschild est seule A créer le 
champ de gravitation ; aussi 4 une distance spatiale infinie de 
cette masse, distance pour laquelle la variable r serait elle-méme ~ 








infinie, le facteur y = 1 —— serait rigoureusement égal a l’unité, 
Pespace, rigoureusement euclidien et l’E. T., rigoureusement 
galiléen. 

Comme d’ailleurs la différence entre y et l’unité décroit cons- 
tamment avec la distance, on peut admettre qu’a une distance 
finie mais suffisamment grande la différence entre y et 1 devient 
négligeable, surtout eu égard a l’imperfection de nos mesures 





(*) J. Becquerel : Champ de gravitation dune sphere matérielle et significa- 
tuon physique de la formule de Schwarzschild, Paris, 1923, I, p. 2. 
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et observations ; si bien qu’il y a pratiquement dans l’espace 
autour de la région déformée par la masse M et a distance finie 
de cette masse un espace euclidien auquel correspond un E. T. 
galiléen. Rapporter cet E. T. & des coordonnées galiléennes équi- 
vaut a choisir un systéme d’inertie de la relativité restreinte ; 
et l’on peut dire que la masse M occupe, avec la portion de I’es- 
pace qu’elle déforme, une région limitée de ce systéme d’inertie 
qui l’entoure. 

Si au lieu de la masse théorique M nous considérons le soleil 
la conclusion est la méme: dans l’espace, & une distance assez 
grande déja pour que le champ du soleil puisse étre considéré 
comme nul et cependant assez petite encore pour que le champ 
créé par les étoiles y soit négligeable, l’espace est euclidien et 
VE. T. galiléen ; et le systéme d’inertie que définissent dans 
cet E. T. des coordonnées galiléennes serait un systéme d’inertie 
lié au centre du soleil. Comme le mouvement propre du systéme 
solaire est 4 peine sensible dans les observations astronomiques 
courantes on peut en faire abstraction ici, et dire que du point 
de vue de la nouvelle théorie la région de espace déformée par 
le soleil apparait comme liée dans son ensemble au systéme 
d’inertie constitué par les étoiles. 

Mais c’est précisément & ce méme systéme d’inertie que nous 
rapportons toutes nos observations en Astronomie planétaire : 
notre temps classique T est valable dans tout ce systeme ; et 
nos distances classiques L sont des distances comptées dans 
ce systéme. Par ou l’on entrevoit la possibilité d’un rappro- 
chement entre des lois physiques exprimées a l’aide des coor- 
données de Schwarzschild et les lois telles qu’elles se présentent 
4 nous dans le systéme d’inertie stellaire. 

Pour préciser le rapprochement, comparons les deux modes 
de repérage de l’espace : sans doute on ne saurait identifier aucun 
systéme de coordonnées classiques — lesquelles supposeraient 
un espace partout euclidien — avec les coordonnées de Schwarz- 
schild qui concernent un espace non-euclidien : mais on peut 
définir des coordonnées classiques du méme genre que celles 
de Schwarzschild, et de méme origine qu’elles, 4 savoir des coor- 
données polaires centrées sur le soleil (1) ; et ce sont méme la 





(1) Si ’on supposait a la place du soleil un point P sans masse appréciable 
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les coordonnées les plus usuelles pour l’étude des mouvements 
planétaires dans les cas simples. 

Aussi, les coordonnées § et go de Schwarzschild représentant 
comme nous le verrons bientét des directions de l’espace au 
méme titre que les coordonnées classiques de méme nom, les 
seules différences 4 prévoir entre distances classiques et vraies 
distances de l’espace de Schwarzschild concerneront les distances 
radiales. De plus toutes les conséquences du ds? de Schwarzschild 
qui s’exprimeront relativement aux coordonnées r, 9 et 9 par 
une certaine différence d’angle au centre, Ap par exemple, se 
traduiront dans notre systéme de référence usuel par une diffé- 
rence d’angle égale: on verra par la suite que ces corollaires sont 
d’une importance capitale dans la question du raccord de la 
théorie d’Einstein avec ]’expérience. 


109. Unités de longueur et de temps dans un E. T. non galiléen. 
— Lvutilisation des formules de Schwarzschild suppose aussi 
qu’on sache interpréter du point de vue de la physique relati- 
viste les variables qu’elles contiennent, c’est-a-dire établir des 
relations entre les différences de ces variables et les grandeurs 
physiques correspondantes. 

Pour nous guider dans cette interprétation rappelons d’abord 
quelques principes de la géométrie intrinséque des surfaces, 
puisque la nouvelle physique repose sur des principes analogues. 
Dans la géométrie de Gauss la quantité dl, distance de deux 
points infiniment voisins, doit étre compteée dans le plan tangent 
a la surface et regardée comme rectiligne ; de fait, tant qu’il 
s’agit de deux points trés voisins il n’y a pas de différence entre 
la surface et le plan tangent, tout le procédé de Gauss consis- 
tant a substituer a la surface l’ensemble de ses plans tangents 
et leur connexion d’un point a l’autre. 

Mais dl n’est qu’une distance infinitésimale ; toute distance 
finie, 1, est une somme de distances élémentaires qui, elle, n’a 
de sens que sur la surface et s’obtient par intégration. Si du 
reste la sommation est possible c’est précisément parce que les 





et de méme mouvement que le centre du soleil, ce point laisserait A Pespace 
sa structure euclidienne. Alors les coordonnées d’espace de Schwarzschild 
auraient pour projections dans cet espace euclidien fictif des coordonnées 
polaires ayant constamment le point P pour origine. 
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différents dl qui constituent la distance finie J, tout en apparte- 
nant a des plans différents quant a l’orientation ont ceci de 
commun qu’ils appartiennent tous A des plans, sont tous recti- 
lignes, et par suite peuvent s’additionner. Le dl? de Gauss s’ex- 
prime en fonction des différentielles du et de, ou dz, et dx», et 
des coefficients Su: que représentent ces différentielles ? — 
Des différences de coordonnées qui peuvent étre de simples 
nombres ou des longueurs, suivant que les 8., correspondants 
représentent eux-mémes des longueurs ou de simples nombres, 
le produit de g,, par dz,dx, devant toujours avoir les dimensions 
du carré d’une longueur, comme la quantité d/? elle-méme. Suppo- 
sons que dz, soit une longueur: cette longueur sera elle aussi 
une petite distance rectiligne, a savoir la distance de deux points 
trés voisins qui ne different que par la coordonnée z, et qui, 
toujours, sont considérés comme appartenant au plan tangent. 
Du reste les relations entre dl et dx, ou dz, dépendront a la fois de 
la nature de la surface et du choix des coordonnées et varieront 
en général d’un point a un autre. 

Nous venons de considérer dl, dx, et dr, comme des quantités 
trés petites et indéterminées, ce qui s’impose du point de vue 
de l’analyse. Si pour nous rapprocher de la physique nous nous 
placions au point de vue de la mesure directe, nous devrions 
substituer a nos différentielles indéterminées des distances trés 
petites, comparables entre elles afin qu’on puisse les additionner, 
et qui pour cela soient rectilignes elles aussi, et par suite con- 
sidérées comme appartenant chacune 4 un plan tangent a la 
surface. Comme de telles distances, rectilignes et trés petites, 
ne peuvent étre mesurées qu’au moyen d’unités elles-mémes 
rectilignes et trés petites, le plus simple est de substituer dans 
les raisonnements aux différentielles ces petites unités. 

Dans ces conditions tout ce que nous avons dit de dl, dz, et 
dx, et de leurs relations, restera vrai dans tout petit domaine 
de nos petites unités de longueur. Quant aux distances fimies 
elles s’obtiendront par mesure directe sur la surface au moyen 
d’une méme unité, dl, ou dz,, ou dz, ; et le résultat de ces mesures 
différera d’autant moins du résultat de l’intégration que les unités 
employées seront plus petites. 

Dans la physique d’Einstein, i] ne peut étre question de gran- 
deurs infinitésimales que dans les calculs. Comme il ne s’agit pas 
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de construire simplement un E. T., mais de vérifier si la réalité 
objective que l’on étudie obéit bien aux lois de telle géométrie 
spatio-temporelle, on est obligé de se placer au point de vue de la 
mesure directe, ce qui suppose usage tout au moins théorique 
d’unités déterminées, et qui soient assez petites pour étre consi- 
dérées comme définies dans l’E. T. galiléen tangent et utilisables 
en n’importe quel « point » de l’Univers. 

En conséquence il semble au premier abord que nous soyons 
conduits 4 transposer simplement ce que nous venons de dire des 
unités géométriques : il en serait ainsi si nous pouvions réaliser 
une petite unité d’intervalle spatio-temporel ds, car les intervalles 
seuls sont absolument indépendants du choix des coordonnées 
et correspondent seuls aux longueurs invariantes dl de la géo- 
métrie pure ; mais le fait que nous ne pouvons obtenir un inter- 
valle en général que par deux mesures combinées, ]’une de temps, 
autre d’espace, change l’aspect de la question. 

Comme nous l’avons dit plus haut nous devons supposer l’E. T. 
rapporté a des coordonnées d’espace pur et de temps pur; et 
c’est seulement au sujet, séparément, des petites distances et des 
petites durées correspondant aux différentielles de ces coordonnées 
que nous allons pouvoir répéter ce que nous avons dit des petites 
unités géométriques et de leur usage. Ces unités devaient étre 
rectilignes et se définir comme éléments d’un plan. D’une ma- 
niére analogue nos unités physiques de longueur et de durée 
devront se définir comme grandeurs élémentaires d’un E. T. 
galiléen, & savoir l’E. T. de la relativité restreinte dont les lois 
sont valables dans le voisinage immédiat de tout point de TE. T. 
non galiléen. 

Une petite durée définie physiquement dans cet E. T. pourra 
done servir partout et toujours d’unité de temps. I] se trouve que 
nous connaissons de ces petites durées : les périodes des vibra- 
tions lumineuses quand elles sont émises dans des conditions nor- 
males, c’est-a-dire sans qu’aucune influence extérieure ne com- 
plique le phénoméne de Il’émission. L’une d’elles, déterminée 
n’importe ol par un atome immobile relativement au champ, 
pourra jouer le réle d’unité de temps valable pour des mesures 
locales de durées en tout point de]’ Univers. De méme, étant donnée 
la constance de la vitesse de la lumiére dans tous les systémes 
d’inertie, la longueur d’onde d’une radiation déterminée émise 
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dans les conditions normales par un atome immobile pourra servir 
partout et toujours d’unité pour les mesures locales de longueur (2), 

Les petites unités ainsi définies, il est aisé de définir les longueurs 
et les durées plus grandes : la distance suivant tel itinéraire de 
deux points éloignés — ces deux points étant le thédtre de deux 
événements simultanés, c’est-a-dire de méme coordonnée de 
temps — se définira par intégration, et s’obtiendra directement 
par la mesure au moyen d’une méme petite unité de longueur. 

La durée qui sépare deux instants éloignés, ces deux instants 
étant les dates de deux événements isotopes, se définira aussi par 
intégration et s’obtiendra de méme par mesure directe au moyen 
d’une horloge dont la période réalisera la petite unité de temps. 

Ces principes posés nous allons voir comment ils s’appliquent 
d’abord aux durées ensuite aux longueurs de l’E. T. de Schwarz- 
schild. 


110. Relations entre la variable 1 de Schwarzschild et la vraie 
durée relativiste d. Nous pouvons ici nous contenter de rai- 
sonner sur le ds? extérieur. La facon méme dont a été établi ce 
ds* nous apprend que ¢ est une variable purement temporelle, et 
qu’elle a les dimensions d’un temps, puisque le produit ct a les 
dimensions d’une longueur. Mais nous avons a établir la relation 
entre les différences At de cette variable et la vraie durée relati- 
viste, que nous désignons par d. 

Dans VE. T. toute durée a pour limites deux événements iso- 
topes, c’est-a-dire qui se passent au méme point de l’espace. 
Comme nous ne connaissons les positions dans |’espace que par 
les coordonnées r, § et 9, deux événements isotopes sont deux 
événements pour lesquels ces trois coordonnées sont les mémes. 
ds est l’intervalle spatio-temporel qui sépare deux événements 
quelconques mais trés voisins de l’E. T. ; quand il s’agit de deux 





(1) On ajoute parfois & propos de la définition de ces unités qu’il faut que 
Vatome émetteur soit en chute libre : la raison en est que pour étre empéché de 
céder au champ l’atome devrait étre soumis a des forces, lesquelles pourraient 
troubler le phénoméne de |’émission, tandis que la chute libre suppose l’ab- 
sence compléte de forces perturbatrices. Mais la chute libre exclut, sauf dans 
des cas particuliers, l’immobilité par rapport au champ qui, elle, est absolument 
requise. Heureusement on peut admettre qu’en général les forces extérieures 
ne modifient pas l’émission d’une facon sensible, ce qui dispense d’exiger la 
condition de chute libre. 
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: r F 
événements isotopes, tous les termes spatiaux du ds? sont nuls : 
on a donc simplement, au signe preés : 


2 ds = 
ds* = ycdt®, ou ds = \/ycdt, ou encore — = Vydt. 


Si les deux événements sont relatifs & une méme particule 
immobile au point considéré la durée qui les sépare est un élé- 


ment du temps propre, dr = = de cette particule ; on a donc: 


he d= 
dt = \/ydt, ou dt= vee 

Ainsi dt représente dans tout petit domaine de l’E. T. le quo- 
tient par \/y du temps propre dz, qui est aussi la vraie durée rela- 
tiviste d dans ce petit domaine. Supposons que dz soit précisé- 
ment notre petite unité de temps, étant par exemple une période 
déterminée d’un certain atome immobile au point considéré ; 
nous pouvons dire que dt est le quotient par \/y de l'unité de temps 
dz. Comme + est plus petit que 1, dt est plus grand que dz. 

Le facteur y dépend de M et de r; mais pour une masse M 
donnée et supposée fixe dans Pespace, et pour une suite d’événe- 
ments isotopes, y aura toujours la méme valeur ; d’ou si d est la 
durée globale qui sépare les deux événements extrémes de la 
suite, de coordonnées t, et ty, On aura 


Bean yey ee 

Vy 

At est donc le quotient par \/y de la durée d qui sépare deux événe- 

ments méme éloignés dans le temps mais qui se passent au méme 

point. Il n’y a du reste pas d’ambiguité sur le « chemin » & suivre 

dans l’E. T. de ’événement initial A événement terminal, puisque 
t est la seule variable temporelle du ds?. 

Quand nous avons défini les unités de temps dans un E. T. 
quelconque nous avons dt les Supposer tres courtes, parce que 
d’un instant a un autre, en un méme point de l’espace, le champ 
pouvait changer, si bien qu’une durée globale ne pouvait s’obte- 
nir que par intégration et non par simple addition de durées trés 
petites. Mais, on le voit par ce qui précéde, cette condition n’est 
pas nécessaire dans IE. T. de Schwarzschild ; en effet le champ 
de Schwarzschild est statique c’est-a-dire indépendant de la coor- 
donnée ¢ et variable seulement d’un point a l’autre de Pespace ; 


et Ai>> d. 


334 L’E. T. GRAVITATIONNEL ET L’ EXPERIENCE V-51 


c'est pour cela qu’une durée globale s’y définit comme la simple 
somme de durées élémentaires ; dés lors un phénoméne pério- 
dique aussi long qu’on voudra se produisant en un point donné 
du champ ou méme en des points différents ot le champ a méme 
valeur pourra servir d’unité de temps locale ; ce sera le cas en 
particulier de la période de rotation de la Terre, c’est-a-dire du jour 
sidéral défini en un point quelconque de la surface terrestre comme 
Pintervalle de deux passages consécutifs d’une méme étoile « au 
méridien » ; ou, concrétement, comme l’intervalle de deux coin- 
cidences consécutives sur une rétine ou sur une plaque de image 
de l’étoile et de Pimage du centre de la lunette marqué par le 
réticule. 

Quand nous avons choisi la variable ¢, nous l’avons assujettie 
a une double condition, qui a suffi 4 la déterminer sans ambiguité : 
qu’elle soit purement temporelle, et que lasigne ¢ seule variable 
coincide avec la ligne d’ Univers de la masse créatrice du champ ; 
de 14 est résulté ce fait que ¢ ne figure dans aucun des coefficients 
du ds?, ou que par rapport 4 ¢ le champ est statique. 

La double condition imposée ayant suffi 4 déterminer ¢ il est 
sir a priori qu’aucune autre varianle temporelle n’y pourra satis- 
faire. On s’en rendrait compte directement en choisissant par 
exemple d’autres coordonnées d’espace de méme origine que r, 
§ et o ; alors pour conserver la séparation de l’espace et du temps 
et pouvoir dire que M est encore immobile a l’origine des nouvelles 
coordonnées spatiales, il faudrait trouver une nouvelle variable t,, 
qui soit orthogonale aux trois coordcnnées d’espace, sans quoi elle 
ne serait pas purement temporelle ; or, 4 supposer qu’on Pait 
trouvée, on constaterait que dt, n’est pas une différentielle exacte ; 
ce qui signifie que ¢, ne serait pas définie d’une facon univoque en 
tout point de l’E. T., et par suite ne saurait jouer le réle de véri- 
table coordonnée de temps. 

C’est ce que l’on exprime en disant que ¢ est le seul temps uni- 
versel, au cours duquel la masse M de Schwarzschild puisse étre 
dite immobile par rapport aux coordonnées d’espace. Ce privi- 
lege de t, qui le distingue de toutes les variables temporelles pos- 
sibles, entraine des conséquences. Nous aurons bientét 4 signaler 
une d’elles, qui consiste en ce que ¢ joue le role d’une variable 
naturelle dans la propagation radiale de la lumiére entre deux 
points éloignés du champ. Pourtant ce privilége ne va pas jus- 
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qu’a faire de t un temps physique marqué en tout point du champ 
par des horloges immobiles : c’est t, ou d qui, nous l’avons vu, 
est ce temps physique. 

On va se demander, alors, si d n’aurait pas pu étre substitué a ¢ 
comme variable temporelle universelle dans le ds*: c’ett été 
impossible, pour la raison que nous venons de dire; dz n’étant pas 
une différentielle exacte ne vérifie pas plus que la différentielle dt, 
dont nous avons parlé la condition analytique requise pour que t, 
ou d, ait une valeur unique en chaque point. 

Ceci du reste se traduit physiquement d’une facon simple : 
pour réaliser un temps valable dans toute l’étendue d’un champ 
il ne suffit pas d’avoir des horloges qui, prises isolément, puissent 
lindiquer en chaque point de l’espace ; il faut aussi, du point de 
vue relativiste, pouvoir régler ces horloges optiquement d’une 
fagon cohérente, c’est-a-dire pouvoir attribuer A chacune d’elles 
Yheure qu’elle indique quand, au lieu de lire directement cette 
heure on la déduit des indications de plusieurs autres horloges 
réglées sur elle de proche en proche et formant avec elle un cir- 
cuit fermé quelconque. Or un tel réglage serait impossible, sauf 
pour certains circuits privilégiés, avec le temps d. 

S’il en est ainsi, il faut dire qu’il n’existe pas dans un champ de 
gravitation méme statique un temps au sens classique ni méme au 
sens de la relativité restreinte, c’est-a-dire un temps indiqué par les 
horloges et pouvant jouer le réle de coordonnée universelle : d 
est indiqué localement par les horloges, mais ne peut se définir 
partout univoquement ; ¢ est une variable partout définie univo- 
quement, mais.n’est pas le temps marqué par les horloges natu- 
relles. 

Dans ces conditions dater tous les événements dans un champ 
de gravitation parait étre, théoriquement, une opération difficile, 
sinon impossible. 

Nous dirons bientét comment on peut la réaliser, dans le champ 
de Schwarzschild, d’une facon seulement approximative il est 
vrai, mais suffisante en pratique. 


111. Relations entre la variable r de Schwarzschild et la vraie 
distance radiale relativiste |. — Commengons par le ds? extérieur. 
Nous savons déja que les coordonnées r, 9 et > ont un sens pure- 
ment spatial. D’autre part la symétrie du champ dans l’espace 
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nous permet d’identifier sans plus 9 et avec les angles que font a 
partir d’une direction origine des plans passant par le point M, 


si bien que § = 5 par exemple sera l’équation d’un « plan » 


passant par M; un « plan », c’est-a-dire une variété a deux di- 
mensions, lieu de certaines géodésiques de notre espace non-eu- 
clidien (comme un vrai plan est dans l’espace ordinaire le lieu de 
certaines droites) ; mais un « plan » lui-méme non-euclidien, ainsi 
que nous le verrons bientét. 

Quant ar c’est une variable qui a les dimensions d’une lon- 
gueur, et qui seule ou combinée avec § et o permet de situer par 
rapport a l’origine tous les points de l’espace. 

Ce que nous avons a préciser avant tout ce sont les rapports 
des différences des coordonnées spatiales de deux points avec la 
vraie distance qui les sépare selon la théorie et que nous désignons 
par 1. Dans l’E. T. toute distance a pour limites deux événements 
simultanés, ou mieux les points ot se passent deux événements 
simultanés : quels sens peut avoir ici le mot simultané ? Comme t 
est la seule variable temporelle qui puisse se définir partout uni- 
voquement dans notre E. T., deux événements simultanés seront 
deux événements de méme coordonnée ¢. Soient d’abord deux 
événements trés voisins de méme coordonnée ¢: leur intervalle 
spatio-temporel est ds ; mais puisque par hypothese dt = 0 le ds? 
correspondant se réduit 4 ses termes spatiaux : 


Fk aa ; 
ds* == on + r?(d62 + sin? 6 do?), 


et il exprime le carré de la vraie distance spatiale des deux points 
ou se passent les deux événements ; autrement dit il est le dl’ de 
espace ou se trouvent ces points. 
Mais ce dl? se présente A nous comme la somme de deux élé- 
: dr* ; Z a : 
ments qui sont l’un, —, le carré d’une distance élémentaire ra- 
Y 


diale, autre, r2(d%" + sin4dz2), le carré d’une distance élémentaire 
transversale ; et ce que nous avons & mettre en évidence c’est la 
relation entre dr et dl, et la relation entre r \/d% + sin*4dg? et dl. 

Pour avoir la premiére relation il nous suffit de considérer deux 
points de mémes coordonnées § et ¢, c’est-a-dire situés sur un 


méme rayon. Alors nous avons 


2 dr 
an =, car di =de=0; ou dl = [-. 
™ 
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dr est donc, dans chaque petit domaine, le produit par le facteur 
numérique \/y7 propre Ace domaine de la vraie longueur dl comptée 
dans le sens radial. Si dl est notre petite unité de longueur nous 
pouvons dire que dr est le produit par \/y de cette unité ; comme 
\/7 est plus petit que 1, dr est plus petit que dl. 

Pour avoir la seconde relation considérons deux points de méme 
coordonnée r, c’est-a-dire situés sur une méme sphére ayant pour 
centre M. Nous avons alors 


dl? = r? (dé? + sin*6dy?) 
dl = rv/ ds* + sin®6d¢? ; 


Je second membre de cette égalité n’est autre que l’expression 
en fonction de r, 4 et o d’un arc élémentaire de grand cercle de la 
sphére de rayon r ; donc, le terme 


r\/ de? + sin?0d¢? 


représente immédiatement la vraie distance entre deux points 
trés voisins dans le sens transversal : on peut dire que sur toute 
sphere de centre M la métrique est euclidienne. 

Quant 4 la vraie distance mesurable 1 qui sépare les points ou 
se passent deux événements simultanés, c’est-a-dire, toujours, de 
méme coordonnée t, mais éloignés dans l’espace, elle ne peut étre 
définie que par une condition de minimum, car il y a une infinité 
de chemins qui dans tout espace a plus d’une dimension conduisent 
d’un point 4 un autre ; la condition de minimum revient a compter 
les distances suivant la géodésique qui joint les deux points. Cette 
distance J peut s’obtenir par mesure directe avec une petite unité ; 
mais elle ne peut se calculer en fonction de dr, dj et dp que par 


Anh : 1 conten : 
integration, parce que le facteur qui figure au _ premier 


terme du dl? étant fonction de r il a en général des valeurs diffé- 
.Tentes pour les différents éléments dl dont Pintégrale constitue 
la distance globale. 

Dans le champ de Schwarzschild ce sont les distances radiales 
qui présentent le plus d’intérét : Supposons deux points éloignés 
situés sur un méme rayon issu du point M. Le rayon qui les joint 
est une géodésique, et leur distance est sans autre condition la 


; ; : dry 
somme des distances élémentaires —=; 817) et r, sont les coordonnées 
2 
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des deux points, leur vraie distance | aura pour expression en 


fonction der: 
1 ail eae dr fe 
r, VES De 


Comme \/¥ est plus petit que 1 onar, —r,<l. 

Pour le ds? intérieur, seules les distances radiales retiendront 
notre attention : en faisant dt = 0 dans ce ds? et aussi dj — dp = 0, 
on obtient la relation suivante entre l’élément de distance ra- 
diale dl et la différence de coordonnée dr: 


ae 





fi ek oe ee 9 5. 
fa eGM.. 6 
\ 1 eR? Es 


et pour la distance globale / entre deux points situés 4 l’intérieur 
de la masse sur un méme rayon 


GR?” 


RL ee 
= tae 


Ici encore, cn a 


dl>dr et 1>r,—r7,. 


Dans toutes nos formules relatives aux distances radiales, 
figure le facteur constant se Quand on appliquera ces formules 


au cas ou M est la masse du soleil on aura a calculer la valeur 
de ce facteur constant, qui a les dimensions d’une longueur. 
Disons tout de suite quelle est cette valeur. 

En arrondissant les chiffres, nous pouvons poser 

pour la masse du soleil, 2.10% grammes. 

pour la constante G, 7.10-* unités C. G. S. 

pour le carré de la vitesse de la lumiére, 9.10” cm. 
d’ou 

GM) 2x«7-10-* x 2:10" 28-10% 


—Se SS CN . 5 ‘ 
2 2 9.1020 = 9.1020 3-140'cm ou 3 km 


On appelle parfois « rayon gravitationnel » d’une masse M le 
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facteur OM. Je rayon gravitationnel du soleil est done d’environ 


a? 
Sim: = 1 km. 5 (1). 

112. Caractére purement théorique des coordonnées de 
Schwarzschild. Nous venons de définir les distances et durées 
relativistes / et d en fonction des variables r et t de Schwarzschild ; 
nous ne parlons pas de § ni de », qui ne donnent lieu 4 aucune 
difficulté d’interprétation. 





(1) Nous avons établi tant pour l’extérieur que pour l’intérieur de la masse M 
les relations entre Ar et les distances radiales 1 ; on peut représenter géométri- 
quement ces relations : soient, dans le plan de la figure, O le centre du soleil, et 
Or un axe sur lequel sont comptées les distances r : (fig. 17). 

Sur cet axe ro est la valeur critique qui correspond au double du rayon gra- 
vitationnel du soleil ; R correspond a la frontiére du soleil : r; et r. sont deux 
points du vide situés sur un méme rayon issu de O. 





Fig. 17. 


La courbe rol est une parabole d’axe or, de sommet ro et de paramétre 
4GM 
cS 





2r = 


Or on démontre que la vraie distance radiale 1 entre les deux points de 
coordonnées r; et ry est l’arc de parabole dont le segment ryro est la projection 
sur Or. 

La figure étant vraie pour toutes les directions autour de O,si on considére 


le plan 0 = ; par exemple, ou il n’y a plus d’autre variable d’espace que r et 9, 


la métrique de ce plan sera la méme que celle de la surface engendrée par la 
révolution de la parabole autour de sa directrice D, qui passe par O. 
Quant a lintérieur du soleil, qui correspond sur l’axe au segment compris 


entre + R et — R, sa métrique dans le méme plan § = sest celle d’une por- 


tion de sphére ayant son centre sur la directrice D, et dont la trace sur la figure 
est un are de cercle tangent aux deux arcs de parabole en deux points corres- 
pondant aux coordonnéesr = + Retr-——R (Voir sur cette question : J. 
Becquerel : Champ de gravitation d’une sphére matérielle, p.19 et p. 28). 
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Si r et ¢ nous étaient donnés effectivement pour tous les évé- 
nements de PE. T. de Schwarzschild nous saurions en déduire 
les vraies distances et les vraies durées. En fait r et ¢ que nos 
formules supposent connus ne le sont pas. 

On ne saurait d’abord identifier rigoureusement ni nos dis- 
tances classiques L au centre du soleil avec la coordonnée r, 
ni nos durées classiques T avec la coordonnée ¢ : en effet l’usage 
de L et de T comme coordonnées universelles supposerait possible 
le recours a un systéme d’inertie de la relativité restreinte ; 
or le recours a un tel systéme est impossible dans un E. T. non- 
galiléen. 

Aussi, comme nous ne connaissons pas d’autres positions 
ni d’autres dates que celles que séparent des origines nos dis- 
tances et nos durées classiques, faut-il conclure que les variables r 
et ¢ de Schwarzschild sont purement théoriques. 

Pourtant il parait indispensable de connaitre effectivement 
en tout point de l’espace solaire la coordonnée r, ou du moins 
quelque grandeur qui soit fonction de r, 1 par exemple, si l’on 
veut étudier les phénoménes qui se passent réellement de l’E. T. 
de Schwarzschild, puisque c’est r qui figure dans le coefficient +» 
par lequel seul se manifeste le caractére non-galiléen du ds?. 

On pourrait il est vrai se demander si nos grandeurs classiques 
mesurables L et T, qui different des variables r et ¢, ne s’iden- 
tifient pas avec les grandeurs relativistes / et d ; car il est évident 
que nos mesures directes, supposées correctement faites, nous 
fournissent nécessairement des résultats conformes a la théorie 
vraie, qu’elle soit ou non connue de nous; si done Einstein a 
raison, c’est en réalité d que nous fourniraient partout nos me- 
sures directes de temps, et 1 que nous fourniraient nos mesures 
directes de distances. 

Reste a savoir si les grandeurs L et T obtenues par les pro- 
cédés classiques sont les résultats de mesures directes ; car il 
est non moins évident que des mesures déduites et non obtenues 
directement dépendent de raisonnements qui peuvent varier 
d’une théorie a l’autre. 

Pour T la mesure directe est en Astronomie le cas général ; 
on n’emploie le raisonnement que dans quelques problémes 
spéciaux, par exemple quand il s’agit de calculer l’aberration 
_ planétaire. 

Sesmar II, 22 
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Pour L au contraire la mesure directe est l’exception : seule 
la base est mesurée directement ; toutes les autres distances 
sont déduites. 

Or toutes les déductions classiques de durées ou de distances 
font intervenir concurremment avec le postulat d’une métrique 
euclidienne l’hypothése d’une propagation rectiligne de la lu- 
miére 4 travers le vide dans tout l’espace. Du point de vue d’Eins- 
tein le postulat est inadmissible ; si par surcroit ’hypothése 
aussi était inexacte nous aurions une double raison de penser 
que les durées et distances classiques, non pas quand elles sont 
mesurées directement, mais quand elles sont calculées, différent 
des vraies durées et distances relativistes : nous allons voir que 
cette conclusion s’impose, parce que précisément la lumiére 
ne se propage pas partout en ligne droite dans l’espace autour 
de la masse de Schwarzschild. 


113. Propagation de la lumiére dans le vide d’un point 4 un 
autre du champ de Schwarzschild. — La loi de propagation d’une 
action lumineuse dans le vide, d’un point a un autre point trés 
voisin du champ de gravitation, résulte immédiatement de la 
formule du ds*. En effet la relation ds? = 0, qui exprime la loi 
de propagation de la lumiére dans un E. T. galiléen, est valable 
«en tout point »d’un E. T. non-galiléen quelconque, ou tout se passe, 
nous le savons, comme dans I’E. T. galiléen tangent. On exprime 
done aussi bien la loi de propagation de la lumiére entre deux 
points voisins en donnant au ds? qu’on dit étre égal A 0 la forme 
non-galiléenne qu’exige avec les coordonnées choisies la_struc- 
ture de PE. T. que la forme galiléenne possible dans l’E. T. gali- 
léen tangent. 

Dans le cas de Schwarzschild a l’extérieur de la matiére la loi 
est donc sous sa forme générale : 





dr* : 
5 + r°(d? + sin?0d¢2) — ye2d2 — 0 


ou a + r2do2 + 2 sin*0d¢? = yc?dt? 
. y 
Plagons-nous dans un plan passant par le centre de la masse M, 
Tv 
le plan § = y par exemple, ce qui donne dd = 0 et sin? 9 = 4 : 


la formule devient 


dr* 
“y + rede? = ycdt?. 
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Nous pouvons considérer en particulier un petit trajet ra- 
dial (dp = 0), puis un petit trajet transversal (dr =.Q), 
Pour la propagation radiale nous avons 


dr* dr* d 
eS ycdt?, ou =) tome ve", ou enfin A = ey 


exprimée en fonction de r et de ¢ la vitesse radiale de la lumiére 


a toujours une valeur inférieure & c; comme y = 1 — ae est 
"fe 


d’autant plus inférieur a l’unité que r est plus petit, ladite valeur 
est de plus en plus petite 4 mesure qu’on se rapproche de la 
masse attirante. 

Pour la propagation transversale nous avons 
dy? 
dt® 


d: 2 
= yc, ou enfin oe =\Vye: 


r2de? = ycdt?, ou 
la valeur en fonction de r, ¢ et t de la vitesse transversale de la 
lumiére est aussi toujours inférieure 4 c; de plus étant donnés 
deux petits trajets transversaux mais qui se font sur deux tra- 
jectoires inégalement éloignées de la masse M la vitesse du plus 
proche a une valeur plus petite, car plus r est petit, plus \/7 est 
inférieur 4 lunité. 

Telles sont les expressions en fonction des variables de Schwarz- 
schild de la loi de propagation de la lumiére entre deux points 
trés voisins du champ. Pour passer de ces lois différentielles 
a la loi de propagation entre deux points éloignés, un postulat 
nouveau est indispensable : c’est le principe général de relativité 
qui va nous le fournir. 

Dans un E. T. galiléen les lignes d’Univers de la lumiére dans 
le vide sont des « droites », et des droites d’intervalle nul, c’est- 
a-dire des droites qui joignent deux événements dont la dis- 
tance spatiale / et l’intervalle temporel d sont liés par la relation 
2 — c2d? = 0 (n° 29). Or une telle relation est tensorielle, et 
comme d’aprés le principe général de relativite les relations 
tensorielles sont vraies quelle que soit la structure de lE. T. 
il suffit de généraliser la notion de droite d’intervalle nul pour 
connaitre la loi de propagation de la lumiére dans le vide entre 
deux événements éloignés — (émission et réception) — d’un 
E. T. non-galiléen. 

C’est la notion de géodésique qui généralise celle de droite : 
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donc la lumiére doit suivre dans un E. T. quelconque des géodé- 
siques d’intervalle nul. 

Si maintenant le champ. est statique, comme c’est le cas du 
champ de Schwarzschild, on démontre que la trajectoire des rayons, 
dans Vespace, entre deux points déterminés, est telle que la lumiére 
la parcoure dans le « temps » minimum Eh 

Tel est le principe qui permet d’écrire Péquation différentielle 
de la trajectoire, sous la forme, dans le cas de Schwarzschild, 
dune relation entre r, 9, 9, dr, di et do. 

Si Pon se place par exemple dans un « plan » ¢ = constante, 
pour lequel dp = 0, l’équation ne contient plus que r et dr, 9 
et di. L’intégration de cette équation donne la forme de la courbe ; 
nous aurons a revenir sur la question: disons simplement ici 
que pour un rayon non radial qui passe a proximité de la masse 
attirante la courbe est a peu prés une branche d’hyperbole qui 
tourne sa concavité vers cette masse et qui est d’autant plus 
courbe qu’elle passe plus pres d’elle. Mais nous savons qu’étant 
donné le choix des coordonnées de Schwarzschild tout phénoméne 
qui s’exprime en fonction de ces coordonnées par une différence 
d’angle au centre, — et c’est le cas pour le changement de di- 
rection des éléments successifs de notre courbe — se présente 
de la méme facon dans notre systéme de référence usuel, le sys- 
teme d’inertie stellaire. Done Jes rayons qui nous arrivent des 
étoiles ou des planétes ne sont pas rigoureusement rectilignes, 
et, pour en revenir aux résultats de nos calculs classiques de 
durées et de distances, nous devons conclure de ce qui précéde 
que, en toute rigueur, ces résultats sont incorrects du point de vue 
d’Einstein, puisqu’ils présupposent a tort une propagation partout 
rectiligne de la lumiére dans le vide, et un espace a métrique 
partout euclidienne. 

En conséquence nous n’avons pas plus le droit (identifier 
dans tous les cas nos grandeurs classiques Li et T avec les gran- 
deurs relativistes J et d qu’avec les différences des coordonnées r 
et ¢. Une seule ressource nous reste : c’est de montrer, si possible, 
que les différences dont nous venons d’établir la réalité entre L, 
l et r, et entre T, d et t, sont pratiquement négligeables. S’il en 








(‘) Jean Chazy: La théorie de la relativité et la mécani 


que céleste, 2 vol., 
Paris, 1928-1930, t. I, ch. VI, p. 233 et suiv. 


b} ia 
341 LE. T. GRAVITATIONNEL ET L’EXPERIENCE V-61 


était ainsi en particulier pour les longueurs, nous serions en droit 
de substituer a r dans le facteur y la seule distance radiale qui 
nous soit connue, c’est-a-dire la distance classique au centre 
du Soleil, L ; nous pourrions connaitre ainsi y d’une facon appro- 
chée mais suffisante, et déduire enfin du ds? de Schwarzschild les 
consequences observables qu’il comporte. Voyons ce qu’il en 
est. 


114, Egalité approchée des distances classique et relativiste L 
et /, et substitution de L 47 dans le facteur y. — Nous commencons 
par les distances puisque c’est la coordonnée r qui figure dans y. 
La seule distance radiale qui nous soit connue est la distance 
classique L. Si nous pouvions établir directement l’égalité appro- 
chée de L et de r le probléme serait résolu. 

Mais nous n’avons aucun moyen de comparer directement L 
qui est une distance mesurée avec r qui n’est qu’une coordonnée 
sans signification physique immédiate. Au contraire nous pou- 
vons comparer L avec / qui est aussi une distance mesurable. 
De fait nous allons montrer d’abord par l’examen méme de nos 
procédés de mesure que L est peu différent de /; ensuite nous 
verrons comment grace d’une part a cette égalité approchée 
de L et de / et grace d’autre part a la relation qui lie / 4 r on peut 
sans erreur sensible substituer L 4 r dans le calcul de y. 

La différence entre L et 1 peut provenir de deux sources : 
de quelque incorrection de nos mesures directes en ce qui con- 
cerne la longueur de base, et, pour les distances déduites, des 
raisonnements impliqués dans nos calculs. Pour la longueur 
de base on pourrait se demander d’abord si nos unités pratiques 
de longueur sont assez petites pour nous fournir des résultats 
exacts, étant donné que dans un espace non-euclidien l’unité doit 
toujours pouvoir étre considérée comme placée dans l’espace eu- 
clidien tangent ; et l’on serait déja en droit de regarder comme 
vraisemblable qu’en tout état de cause le métre ou méme le dé- 
camétre ne sont pas, quand il s’agit-de mesurer une longueur de 
base de l’ordre du kilométre, des unités trop grandes. Mais ce 
qui enléve tout doute a ce sujet c’est le fait que notre longueur 
de base fondamentale pour le calcul des distances astronomiques 
s’étend entre deux points de la surface terrestre. Or si un champ 
de gravitation peut influencer sa mesure c’est a peu pres exclu- 
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sivement le champ créé par la Terre elle-méme, tel qu’il est 
a sa surface ; en effet dans cette région le champ du Soleil et 
celui de la Lune sont négligeables par rapport au champ terrestre : 
négligeables d’aprés la théorie de Newton, et par conséquent 
aussi, en raison de l’accord approché des deux théories, d’aprés 
la théorie nouvelle. Mais la Terre étant a peu pres sphérique, 
son champ a les mémes propriétés que le champ de Schwarzschild ; 
en particulier sur une surface concentrique a la Terre régne la 
métrique euclidienne, ce qui se manifeste dans lexpression de 
élément d’arc de grand cercle, ou ne figure pas le facteur y : 


dl? = r*(dé® + sin?6d2?), 


Par conséquent une unité de longueur quelconque employée pour 
mesurer la distance de deux points de la surface du globe fournit 
du point de vue d’Einstein une mesure exacte, c’est-a-dire donne 
la vraie distance relativiste 1. 

Reste la question des calculs trigonométriques et des mesures 
d’angles qu’ils font intervenir. Ces mesures impliquent des visées 
a distance d’objets terrestres ou d’astres et présupposent la 
propagation rectiligne de la lumiére dans le vide, ainsi que la 
validité d’une trigonométrie euclidienne. 

La prépondérance du champ terrestre a la surface de la Terre 
et sa symétrie par rapport au centre du globe, excluent toute 
cause d’erreur, de ce chef, dans les opérations purement géodé- 
siques : en effet a la surface méme de la Terre aucune déviation 
de la lumiére n’est possible dans le sens transversal, et par ailleurs 
Papplication des principes de la trigonométrie classique est 
légitime : nous voila donc rassurés en ce qui concerne nos mesures 
d’ares de méridien. 

Mais pour passer de l’arc de méridien au rayon de la Terre, 
du rayon de la Terre a la distance du Soleil, de cette distance 
aux distances des planétes au Soleil, nous raisonnons d’aprés 
des visées d’astres, c’est-a-dire comme si la lumiére se propa- 
geait toujours en ligne droite dans les espaces célestes. Ici nous 
avons tort, en théorie, puisque les rayons qui passent dans le 
vide a proximité du Soleil sont incurvés : de plus nous supposons 
indtiiment que nous pouvons appliquer les principes euclidiens,. 

Cependant il faut croire que lerreur est minime: si en effet 
elle était sensible elle aurait introduit depuis longtemps dans 
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nos observations des anomalies systématiques appréciables; 
en fait les Astronomes n’ont jamais eu a tenir compte d’ano- 
malies de ce genre; donc les différences qu’introduirait dans 
nos distances astronomiques la substitution de calculs fondés 
sur le caractére non galiléen de l’E. T. & nos calculs classiques 
sont au plus de l’ordre de nos erreurs de mesure. 

Ajoutons que cette conclusion vaut pour nos mesures du dia- 
métre apparent du Soleil, c’est-a-dire pour nos évaluations des 
distances radiales a l’intérieur de l’astre (1). 

Bref, nous pouvons regarder dans tous les cas nos distances 
classiques L comme sensiblement égales aux distances relati- 
vistes 1; et ceci est vrai en particulier des distances radiales, 
qui sont orientées dans l’espace comme les différences Ar de la 
coordonnée r de Schwarzschild. 

I] s’agit maintenant de mettre a profit cette égalité approchée 
de L et de / pour nous faire avant tout une idée de la variable r, 
qui figure dans le facteur y du ds® extérieur. Nous avons établi 
deux relations qui nous donnent / en fonction de r, que nous 
ne connaissons pas, et dont la relation avec L nous est inconnue 
aussi ; si au lieu de cela nous;savions exprimer r en fonction de 
l,sachant que/ est approximativement égal 4 L nous pourrions 
connaitre r a la méme approximation : or ceci est possible évi- 
demment. Sans expliciter les calculs nous pouvons indiquer les 
résultats : 

Commengons par l’intérieur du Soleil: d’apres la seconde 
formule de Schwarzschild nous avons, en appelant J, le rayon 
relativiste du Soleil et r, la valeur correspondante de la coor- 
donnée radiale r, 


peo] oe 
F o/ 2GM ._ 


2 
— =r 
c?R3 


ou R représente le quotient par 2x d’une circonférence de grand 
cercle de la surface du Soleil, c’est-a-dire 4 trés peu prés le rayon 


() Il est vrai — nous le verrons — que la déviation des rayons dans le voi- 
sinage du Soleil nous fait voir les sources plus éloignées du centre de l’astre 
qu’elles ne le sont en réalité ; mais nous verrons aussi que quand il s’agit de 
points lumineux appartenant au bord du Soleil le déplacement, évalué d’aprés 
les résultats de la présente discussion, est négligeable relativement a nos erreurs 
de mesure. 
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classique de l’astre. Appelons 9 (1) l’expression de r en fonction 
de / qui résulterait de l’inversion de la relation précédente ; nous 
pouvons écrire r = 9 (1); et dans cette nouvelle relation ot c’est / 
qui joue le réle de variable connue nous pouvons donner a cette 
variable, en premiére approximation, les valeurs classiques L, 
puisque L vaut / a trés peu prés dans tous les cas. Or si l’on cal- 
cule de cette fagon la valeur de r qui correspond au rayon classique 
du Soleil R, c’est-a-dire 41, ~ R = 697.000 kilométres, on trouve 
que la différence entre J, et r, n’atteint pas 1,.10—*, ni par suite 
R.10—*, n’étant que de 500 métres environ sur 697.000 kilo- 
métres (1). 

Mais une telle différence est nettement inférieure A nos erreurs 
d’évaluation du diamétre apparent du Soleil ; par conséquent 
nous serions stirs de ne pas commettre une erreur plus grande 
que nos erreurs de mesure en substituant a r, la distance rela- 
tiviste /, si nous la connaissions ; d’autre part nous savons que 
la différence entre R et 1, est elle-méme au plus de l’ordre de nos 
erreurs de mesure ; donc nous pouvons sans risquer d’aggraver 
ces erreurs substituer R a r, dans nos calculs ; et cecil va nous 
permettre d’utiliser autre formule de Schwarzschild pour l’éva- 
luation des distances radiales a l’extérieur du Soleil. 

Ici nous avons, en faisant égale & R, conformément a ce qui 
precede, la valeur de r qui correspond au rayon du Soleil, et en 
appelant / les distances radiales a partir du bord de l’astre, 


i= |" ca 
/R ; 2GM 
\Vi-= 


De cette formule nous pouvons encore tirer l’expression de r 
en fonction de 1, r = + (J) ; enfin raisonnant comme tout A Pheure 
nous pouvons, pour calculer a trés peu prés lécart entre 1 et r 
substituer a / dans la relation r = Y (Ll) les distances classiques L 
comptées a partir du bord du Soleil. Or si nous calculons r de 
cette fagon en donnant a L les valeurs, connues cette fois, qui 
correspondent aux distances moyennes a partir du bord du Soleil 
de Mercure et de la Terre, deux cas particuliérement intéressants 
pour nous, nous trouverons que les différences entre r et / sont 








(‘) Jean Becquerel : Champ de gravitation dune sphere matérielle, p. 28. 
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toujours trés petites, 4 savoir de l’ordre de 1.10, ou L.10-8. 
Mais ces différences aussi sont inférieures a nos erreurs de mesure 
en matiére de distances astronomiques ; c’est ainsi que la dis- 
tance de la Terre au Soleil n’est connue de nous, comme la pa- 
rallaxe elle-méme, qu’A un deux-milliéme prés. Nous pourrions 
done sans aggraver ces erreurs identifier simplement r et / si 
nous connaissions / exactement ; mais nous pouvons aussi, étant 
donné que l’écart entre / et L est lui-méme plus petit que nos 
erreurs de mesure, substituer L 4 r dans la formule extérieure 
de Schwarzschild. Enfin, la quasi-égalité des distances radiales 
classiques et des différences des coordonnées r selon les deux 
formules nous autorise 4 raisonner comme si la formule extérieure 
était valable a partir du centre du Soleil. Tout compte fait tant 
pour le bord méme de l’astre que pour un point plus éloigné, 
nous sommes stirs, en substituant a la coordonnée r du ds* ex- 
térieur la distance classique au centre du Soleil de pouvoir cal- 


culer y avec une approximation suffisante. 

Voyons quelles sont les valeurs de y, c’est-a-dire de 1 Sead 
qui nous intéressent : nous savons que, quand M représente la 
masse du Soleil, “4 a pour valeur 3 kilométres. Pour obtenir la 


valeur de 7 correspondant A telle distance L du centre du Soleil, 
nous n’avons qu’a diviser 3 kilométres par L et 4 retrancher le 





: : 5 2GM : 
résultat de l’unité ; on voit tout de suite que sera toujours 


cL 
extrémement petit et y toujours trés voisin de 1. 
Le rayon du Soleil étant égal en chiffres ronds a 7.10° km., 


: - 2GM 3km ,, 
nous avons déja pour le bord de I’astre a = 708? d’ot 


vs=1—4,310-%, et WVysao1— 2,15.10-. (7) 


A la distance moyenne de Mercure, environ 6.10? km. 


3 


mw=i—g om 1510-8, ot mat = 554025. 





(1) Quand une quantité y est égale a Punité plus ou moins une fraction trés 
petite de lunité, 2, c’est-a-dire quand y = 1 + 4%, on a, 4 un terme en 2 prés, 


Vi = 145. En effet : 


a\2 22 92 
(1+ 5) 1 eae es an 
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A la distance moyenne de la Terre, environ 1,5.10® km. 


Yr=1— tae ou 1 — 2.10-8, et yr ~ 1 — 10-8. 


115, Egalité approchée du temps classique T, de la durée relati- 
viste d et des différences At de la coordonnée temporelle de 
Schwarzschild. — Connaissant y nous pouvons dire d’abord que 
dans la région extérieure au Soleil ou + différe trés peu de l’unité, 
d = \/y (t, —t) est toujours trés proche de la différence de 
coordonnées At. 

Nous savons de plus qu’en tout point du champ de Schwarz- 
schild, qui est statique, une horloge immobile, méme a longue pé- 
riode, marque bien Ja durée relativiste locale d, et que c’est 
encore le cas pour l’horloge constituée par la Terre en rotation, 
son mouvement orbital la laissant toujours dans des régions 
ou Je champ solaire a 4 peu prés la méme valeur. Mais du point 
de vue d’Einstein cette durée d ne peut servir de variable tem- 
porelle universelle, alors que dans nos procédés classiques d’ob- 
servation nous considérons le jour sidéral comme une fraction 
d’un temps universel T valable dans tout le systéme d’inertie 
stellaire. S’il s’agissait d’une horloge immobile par rapport a 
ce systéme et située trés loin du Soleil et de toute autre masse, 
elle marquerait un temps d qui ne différerait pas de T, car alors 
on aurait y = 1 et d = t, —1,; l’erreur que nous commettrions 
en faisant jouer & notre temps terrestre le rdle de la coordonnée t 
viendrait donc uniquement de la différence entre Vy et 4, diffé- 
rence qui pour la Terre est de l’ordre de 10-8. La substitution 
de T a ¢ dans les calculs sera permise 4 cette approximation. 
Nous n’aurons du reste, quant a nous, a tenir compte d’aucune 
différence de ce chef, parce que nous n’aurons affaire qu’a des 
problémes — calcul de la trajectoire d’un point matériel ou de 
celle d’un rayon lumineux dans le champ du Soleil — ou le temps 
s’élimine. 

Par contre nous allons voir que la différence entre la durée 
physique d et la variation At de la coordonnée de Schwarzschild 


doit étre prise en considération, étant dans certains cas acces- 
sible 4 l’expérience. 
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116. Déplacement vers le rouge des raies spectrales d’origine 
solaire. — Maintenant que nous connaissons d’une maniére 
suffisamment exacte le facteur y du ds? de Schwarzschild nous 
sommes en mesure de tirer de la théorie d’Einstein quelques-unes 
des conséquences qu’elle entraine, tout au moins dans lE. T. so- 
laire. Trois sortes de conséquences vont retenir notre attention, 
qui paraissent bien avoir subi avec succés l’épreuve du controle 
expérimental ; d’abord le déplacement vers le rouge des raies 
spectrales d’origine solaire ; ensuite la déviation des rayons 
Jumineux qui nous viennent des étoiles en passant prés du So- 
leil ; enfin le mouvement de la planéte Mercure. 

Le déplacement vers le rouge des raies solaires est un corollaire 
du réle privilégié de la coordonnée t de Schwarzschild et de sa 
relation avec la vraie durée d. 

Considérons deux périodes lumineuses définies de la méme 
maniére — atomes émetteurs de méme espéce, méme saut élec- 
tronique, et mémes conditions physiques de |’émission — en 
deux endroits du champ extérieur de Schwarzschild ; pour pré- 
ciser, en un point de la surface du Soleil et en un point de la 
surface terrestre. 

Nous savons que ces deux périodes en tant qu’éléments des 
vrais temps locaux d, ou 7z, sont égales, comme elles l’étaient 
pour les classiques, c’est-a-dire que si l’on pouvait les comparer 
directement on les trouverait égales. 

Cette comparaison directe des durées de deux phénomeénes 
qui se passent en deux points éloignés ne nous est pas possible ; 
mais nous pouvons, au moyen du spectroscope, comparer la 
place qu’occupe, relativement a un spectre d’origine terrestre, 
une raie déterminée d’origine solaire 4 la place qu’occupe la 
raie terrestre de méme nom. Comme la répartition des raies dans 
un spectre dépend de la période que présentent a leur arrivée 
dans l’appareil dispersif les vibrations correspondantes, on peut 
ou bien déduire cette période de la place occupée par les raies, 
ou inversement prévoir leur place d’aprés la période supposée 
connue : c’est de cette facon déja que les classiques pouvaient 
conclure par exemple du déplacement par rapport a telle raie 
terrestre d’une raie de méme nom émise en un point d’un des 
bords équatoriaux du Soleil que la période a l’arrivée de cette 
raie solaire était plus grande, ou plus petite, que la période terrestre 
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correspondante, ce qui manifestait, selon la théorie de 1’effet 
Doppler, une vitesse d’éloignement, ou de rapprochement, de 
la source, due a la rotation du Soleil (1) ; ou quwils pouvaient 
inversement prévoir ledit déplacement d’aprés la vitesse de rota- 
tion du Soleil connue par ailleurs. 

Supposons que nous ayons affaire & une raie issue du centre 
du disque solaire, et regue sur Terre 4 midi, afin d’écarter toute 
complication due 4 une vitesse relative radiale de la source et 
du spectroscope. D’aprés la théorie classique, la raie solaire 
occupera dans le spectre terrestre la méme place que la raie 
terrestre homologue. Pourquoi ? — 1° parce que la période 
d’émission sur le Soleil est égale A la période d’émission sur la 
Terre ; 2° que ces deux durées sont deux fractions d’un méme 
temps T, qui sert aussi 4 mesurer la durée de transmission des 
actions lumineuses du Soleil & la Terre ; 36 que le temps de trans- 
mission, §, du phénoméne qui marque le début de la période so- 
laire étant le méme, a cause du repos relatif de la source et du 
récepteur, que le temps de transmission du phénoméne qui en 
marque la fin, la période de réception de la radiation solaire est 
égale a sa période d’émission, et par suite A la période terrestre (?). 

Du point de vue d’Einstein au contraire, il n’y a plus un temps 
universel dont fassent partie au méme titre les périodes au dé- 
part et a l’arrivée et le temps de transmission : en effet les pé- 
riodes, en tant que durées de phénoménes se passant ici ou 1a, 
sont des éléments du temps local d, ou, si l’on se référe dans 
chaque cas a l’atome émetteur, de son temps propre zt; mais 
ce temps d, qui ne peut figurer dans le ds? sous la forme d’une 
différentielle exacte, ne saurait jouer le réle de temps universel, 
ni par suite mesurer le temps de transmission, car qui dit trans- 
mission dit couple de phénoménes se passant 4 distance dans le 
champ. 

Y aurait-il done en dehors de d, dans l’E. T. de Schwarzschild, 
une variable qui puisse servir A mesurer ce temps de transmission ? 





(‘) En réalité les raies du spectre solaire sont des raies noires d’absorption ; 
mais la place de ces raies dans le spectre étant la méme que celle des raies 
d’émission nous ne parlerons que de celles-ci. 

(?) Pour celle-ci il faudrait aussi, en droit, distinguer période d’émission et 
période de réception ; mais comme la source est dans le spectroscope méme, 
la transmission n’intervient pas et la distinction serait purement théorique. 
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— Qui, et méme a Ja mesurer directement ; c’est la variable ¢ 
elle-méme. On pourrait s’é6tonner qu’une coordonnée temporelle 
qui en soi pourrait étre quelconque exprime ainsi immédiate- 
ment la durée d’un phénoméne physique objectif: mais c’est 
qu'il s’agit du phénoméne fondamental de la propagation de la 
lumiére, et d’une coordonnée qui, nous le savons, jouit déja de 
ce privilege d’étre la seule coordonnée temporelle qu’on puisse 
définir partout d’une facon univoque. 

Au surplus voyons comment dans notre probléme vont s’ex- 
primer en fonction de ¢ les durées de transmission, du Soleil 4 la 
Terre, du phénoméne initial et du phénoméne terminal de la 
période solaire. I] nous faut tout exprimer en t, le temps de trans- 
mission et les périodes elles-mémes, d’émission et de réception. 
Soit dz la période d’émission : exprimée en fonction du temps 
local d, elle a stir Je Soleil et sur la Terre la méme valeur. Appe- 
lons dts la période d’émission exprimée en fonction de ¢ sur le 


Soleil : nous avons dis = Al ys ayant Ja valeur qui correspond 


Ys 
au bord du Soleil. 
Appelons dt, la période d’émission exprimée aussi en fonction 
, dz 
de t, mais sur Ja Terre ; nous avons dlfg = ——; cependant comme 


Yr 
ici la différence entre + et l’unité est petite par rapport a ce qu’elle 


était dans la précédente formule, nous pouvons pour simplifier 
la négliger et écrire dt, = dr. 

Comme \/7s est plus petit que 1, nous avons dts > dt,: ex- 
primée en fonction de t sur le Soleil la période d’émission dz est 
plus grande que la méme période exprimée en fonction de t sur 
la Terre. 

Cela posé nous allons montrer que, en fonction de ¢ toujours, 
la période de réception sur la Terre d’une radiation émise sur le 
Soleil avec une période d’émission dts est égale elle aussi a dts. 
Pour établir cette égalité il nous faut calculer en fonction de ¢ 
les durées de transmission des deux phénoménes qui marquent 
respectivement le début et la fin de 1a période d’émission. Soient 
rs et r, les valeurs de r qui correspondent au point d’émission, 
sur le Soleil, et au point de réception, sur la Terre ; il s’agit d’une 
transmission de rs A rp, transmission radiale, dont la loi diffé- 


rentielle, avons-nous dit, est = = ye (n° 113) ; d’ou pour le 
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temps de transmission élémentaire, 


dr dr 


t= — = ——sar- 
re ae 


Appelons ¢, la date de réception sur Terre du phénoméne ini- 
tial : nous avons 


"e dr 
G Ne ib ‘ (ae hy, 
rd 2 
l’intégrale représentant le temps de transmission, et h, étant une 
constante qui n’est autre que la date d’émission en fonction de t 
dudit phénoméne initial ; c’est-a-dire h, = 0 si cette date est l’ori- 
gine des temps. Sit, est la date de réception sur Terre du phéno- 
méne terminal nous pouvons écrire encore, puisque les points 
d’émission et de réception sont les mémes que dans le premier cas, 


"o dr 
rs e(4 a) 


2p 





A, étant une autre constante qui est cette fois la date d’émis- 
sion en fonction de ¢ du phénoméne terminal, c’est-a-dire la 
période méme d’émission exprimée en fonction de ¢ sur le 
Soleil : 
dt; = oy 
Vx 
Quant a la période de réception elle est égale 4 la différence 
des deux dates de réception, c’est-a-dire Q 
dz 


ed | 


Ys 


h, = dt; = 





puisque les deux intégrales sont identiques ; d’ou, en fonction 
de t, la période de réception sur Terre est égale a dts, c’est-a-dire 
a la période d’émission sur le Soleil. 

Revenons maintenant a la comparaison de cette période de 
réception dts et de la période terrestre homologue dt, : nous 
avons 
dz 


Vv 


dt, => 
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ou, comme dt, = dz, 

dty 
Vie 
puisque \/7s est plus petit que 4. 

Ce sont ici deux durées exprimées en fonction de la variable i 
mais au méme point r, et qui sont inégales ; donc exprimées en 
fonction de la vraie durée d — ce qui supposera qu’on les mul- 
tiplie l'une et l’autre par le méme facteur\/7, que pour simplifier 
nous avons fait égal 4 1 — elles présenteront encore une diffé- 
rence de méme sens : en fonction du vrai temps terrestre d la pé- 
riode de réception sur la Terre d’une radiation donnée d'origine 
solaire est plus grande que les périodes d’émission et de réception 
d'une radiation terrestre de méme nom ; plus grande dans le rapport 


dts > et dts es dty ’ 


de 7 a Punité, si lon donne a y la valeur qui correspond au bord 
du Soleil. En conséquence, dans un spectroscope terrestre, ou 
les phénoménes rythment évidemment le temps terrestre d, 
une raie d’origine solaire sera déplacée vers le rouge par rapport 
a Ja raie terrestre homologue. 

On se rappelle qu’Einstein duns sa premiére théorie fondée 
sur le seul principe d’équivalence avait annoncé déja un dépla- 
cement de ce genre. I] y a pourtant entre les deux théories une 
différence essentielle : dans la théorie que nous venons d’exposer 
le déplacement tient au rapport, variable suivant la distance 
au centre du Soleil, entre Ja coordonnée ¢ et le temps local d, 
et nullement 4 une différence entre les périodes d’émission elles- 
mémes, qui exprimées ici et 14 en fonction de d sont égales. C’est 
J4 une simple conséquence du caractére non-galiléen de VE. T. 
de Schwarzschild ; de fait si ’E. T. était partout galiléen, et + 
partout égal 4 1, dt serait partout égal 4 dz et aucun déplacement 
n’aurait lieu. Dans la premiére théorie au contraire le déplacement, 
exigé par le principe d’équivalence, ne pouvait guére s’expliquer 
que par une différence réelle entre les périodes d’émission ; en 
effet les temps de transmission du phénoméne initial et du phé- 
nomeéne terminal étant égaux et ’E. T. étant galiléen aucune autre 
explication simple n’était possible. 

La thése du déplacement est admise par tous les physiciens 
relativistes ; mais la facon dont elle est exprimée varie beau- 
coup d’un auteur a l’autre, méme si l’on s’en tient aux plus qua- 
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lifiés. Les uns parlent d’une influence du champ sur le rythme 
des phénoménes ; les autres nient une telle influence. C’est que 
lon peut penser en parlant de « périodes » soit aux périodes 
d’émission considérées chacune comme élément du temps local d 
et comparées par la pensée, auquel cas elles sont indépendantes 
du champ et partout égales ; soit A ces mémes périodes d’émission | 
exprimées en fonction de la variable ¢, et comparées encore par 
la pensée, auquel cas elles ont des valeurs dépendantes du champ 
et inégales, parce que fonction de 7 qui lui-méme dépend de la 
position dans le champ ; soit enfin a une période d’émission sur 
la Terre et 4 la période de réception sur la Terre d’une radiation 
pareille d’origine solaire, toutes deux considérées comme élé- 
ments du vrai temps terrestre d, comparables effectivement 
cette fois au spectroscope, et 1A réellement inégales. 

I] ne nous reste plus qu’a nous faire une idée de l’importance 
du déplacement. Nous savons qu’a la surface du Soleil ys vaut 
{ — 4.10—* environ, et /7., 1 — 2.10—*. 

A la distance moyenne de la Terre au Soleil, y, vaut 1—2.10-8 
et yr, 1 — 10 ; c'est cette derniére différence que nous avons 
négligée en faisant pour la Terre die 


Nous avons donc, conformément aux notations que nous avons 
admises : 


dts = maa epee ou approximativement dt; = dt (1+ 2-10-86 
Vin P=? 10-8 a as. ) 
Le rapport des deux longueurs d’onde sera évidemment le méme 
puisque les longueurs d’onde sont les produits des périodes par 
la vitesse de la lumiére dans l'appareil dispersif, én. 
Supposons qu’il s’agisse d’une radiation de 0¥5, ou de 
5.000 Angstroms ; nous aurons 


Gndlty = 50004, et edt = 50004(1 2-106) « 


et le déplacement, cn (dts — dt,), sera de 50004 xX 2.10—-5 ; c’est-a- 
dire de 10-*A, ou 04,04, 

On voit que ce déplacement est proportionnel 4 Ja longueur 
d’onde et égal d’aprés nos calculs au produit de cette longueur 
d’onde par 2.10—*. Un calcul plus exact donne 2,1.10—8 
équivaut a un effet Doppler ordina 
gnement de 635 métres par seconde. 


,ce qui 
Ire di A une vitesse d’éloi- 
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Un tel déplacement est en principe accessible aux observations, 
car on peut situer les raies fines dans un spectre avec une pré- 
cision de 04,001. 

Depuis longtemps on avait observé un léger déplacement 
vers Je rouge des raies d’absorption du spectre solaire, et plu- 
sieurs explications physiques du phénoméne avaient été pro- 
posées: de fait il faut s’attendre & ce que, indépendamment 
de la gravitation, de multiples influences physiques contribuent 
a déterminer les périodes d’émission ou de réception, en parti- 
culier les mouvements des atomes émetteurs ou absorbants et 
Ja pression des gaz dans les couches émettrices. Comme on sait 
que plusieurs de ces influences s’exercent certainement Il’effet 
Einstein sil existe ne saurait étre constaté qu’aprés correction 
des déplacements déja expliqués. 

Nous ne pouvons insister sur les résultats des observations 
ni sur leur discussion (1!) ; disons seulement que si l’effet Eins- 
tein peut étre invoqué concurremment avec d’autres causes pour 
expliquer les déplacements des raies solaires, ces déplacements 
ne peuvent étre considérés actuellement comme une preuve 
positive de la théorie. 

Si du Soleil on passe a certaines étoiles de trés grande densité, 
les conclusions sont plus favorables. On congoit qu’a la surface 
d’une étoile de masse a peu prés égale a celle du Soleil, mais de 
rayon beaucoup plus petit, le champ sera bien plus intense qu’a 
la surface du Soleil : c’est le cas pour le Compagnon de Sirius, 
du moins d’aprés des déductions vraisemblables fondées sur 
’astrophysique moderne. L’effet Einstein pour des raies issues 
de cet astre extraordinairement dense serait une trentaine de 
fois plus grand que pour les raies solaires ; il équivaudrait a Veffet 
dune vitesse d’éloignement de 19 ou 20 kilométres par seconde. 
Or on est en droit aujourd’hui d’affirmer que les raies issues 
du Compagnon de Sirius présentent bien un déplacement vers 
le rouge de cet ordre de grandeur, comme Pont établi depuis 
4925 les astrophysiciens du Mont Wilson. 

C’est surtout, ou méme exclusivement, sur ce résultat quil 





(') Sur toute cette question : voir F. Croze : Les Preuves expérimentales de 
la Relativité, 1 brochure, Paris, 1927, p. 22-39. Et G. Darmois: La théorie 
einsteinienne de la gravitation: les vérifications expérimentales, 1 brochure, 
Paris, 1932, p. 25-29. 


SesmatT IIL. 23 
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convient de s’appuyer jusqu’a nouvel ordre pour affirmer que 
la théorie d’Einstein sur le déplacement des raies a été vérifiée 
expérimentalement. 


117. Déviation des rayons lumineux qui passent prés du Soleil. 
— Nous savons que la trajectoire d’un rayon lumineux non 
radial qui passe a proximité de la masse attirante du champ 
de Schwarzschild est une sorte d’hyperbole dont la concavité 
est tournée vers la masse (n° 1413) ; et qu’un. rayon qui nous 
arrive d’une étoile en frdlant le Soleil a pour trajectoire par 
rapport au systeme d’inertie stellaire une courbe de ce genre. 
Nous allons rechercher maintenant comment la courbure d’une 
telle trajectoire peut se manifester dans nos observations. La 

courbe (fig. 18) a deux asymptotes qui 
E’, font entre elles un angle obtus; la diffé- 
rence A entre cet angle et z s’exprime en 
fonction de la masse M du Soleil et de 
la distance minima r de la courbe au 
centre de I’astre par la relation: 


Afadians er 4GM (7) 
ep 


E, E 





Soient donc, dans le plan de la figure, E, 
une étoile, S le Soleil, T la Terre, EI et 
IT les deux asymptotes de la courbe, 
OP =r, la distance au centre du Soleil 
du point de la courbe le plus proche de 
lastre, point qu’on peut appeler le pé- 
rihélie P de la courbe. Les rayons issus 
de Pétoile nous arrivent suivant la tan- 
gente en T a la courbe, qui, on le dé- 
montre, se confond a trés peu pres avec 
Pasymptote IT; a fortiori, A cause du grand éloignement de 
Pétoile ils partent selon asymptote EI; et comme nous situons 
toujours les sources dans le prolongement de la direction d’arrivée 
des rayons, nous voyons l’étoile en E’. Si le champ du Soleil n’était 


pas interposé entre l’étoile et la Terre — ce qui arrive & une autre 
aeons 





(‘) Jean Becquerel : Le Principe de Relativité et la théorie de la Gravitation, 
ch. x1v, p. 234-240. 
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époque de l’année ou S est assez loin de la droite T,E, — quelques 
degrés suffisent —, nous verrions l’étoile dans la direction T,E,, 
qui est paralléle a EI dans le cas ordinaire d’une étoile sans 
parallaxe ; et les mémes conclusions s’appliquent aux emplace- 
ments apparents des étoiles sur une photographie du ciel. 

Done la présence du Soleil produit un déplacement angulaire 
de l’étoile dans le sens d’un éloignement par rapport au Soleil 
et égal 4 A radians. 

La valeur de A est aisée a déduire : calculons-la approximative- 
ment dans le cas ot le rayon lumineux fréle le bord du Soleil, 


c’est-a-dire ot r est égal au rayon de I’astre, soit environ 7.10° ki- 
4GM 


Jométres. Nous pouvons décomposer A = —2 
Cis 
2GM ee ek 2 ery. 

—z > que nous savons égal a 3 kilométres, et pr OU Ici 758: cela 





en deux facteurs, 


nous donne en radians A = ci ou un peu moins de 10—* radians. 
648.000” « 10-5 

oF Faas 
équivalent a x radians, valent 648.000”. 

Le calcul exact donne 1'',74. 

Quand on observe des étoiles plus éloignées, en direction, du 
Soleil, la aéviation est inversement proportionnelle a la distance 
radiale r, done aussi & la distance angulaire. A une distance de 
quelques degrés la déviation tombe au-dessous des possibilités 
d’observation ('). 

On ne peut pas dans les conditions ordinaires observer les 
étoiles proches, en direction du Soleil, 4 cause de la diffusion de 
la lumiére solaire dans l’atmosphére ; mais on le peut en cas 
d’éclipse totale de Soleil. 

Supposons qu’on ait photographié la région du ciel ot appa- 
raitra le Soleil pendant l’éclipse 4 une époque ow les rayons qui 
nous en arrivent passaient assez loin du Soleil pour que la_ dé- 
viation soit insensible : chaque étoile apparaitra sur la photo- 
graphie dans sa position vraie, E. Si au moment de l’éclipse 
on rephotographie la méme région, chaque étoile se montrera 
dans sa position déviée E’. Les étoiles les plus éloignées du Soleil 


En secondes d’arc, A = ~ 2”, puisque 180°, qui 





() Rappelons qu’Hinstein avait déduit déja une déviation du méme sens, 
mais moitié moinare, de sa premiére théorie (n° 77). Le changement de gran- 
deur de la déviation provient de ce que l’espace, qui dans cette premiére théorie 
était euclidien, est non-euclidien dans la théorie de la gravitation. 
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occuperont sur la seconde photographie les mémes places a tres 
peu prés que sur la premiére ; mais les plus proches occuperont 
des positions nouvelles d’autant plus écartées de leurs positions 
premieres que leurs rayons passeront plus prés de l’astre. 

C’est ici une conséquence expérimentale de la théorie d’Ein- 
stein dont les observations antérieures n’avaient pas établi l’exis- 
tence de fait (1). On voulut profiter, le 29 mai 1919, d’une éclipse 
totale de Soleil pour soumettre sur ce point la théorie au controle 
de l’expérience. Des observations faites au Nord du Brésil, et, 
par Eddington, dans une ile du Golfe de Guinée, révélérent ef- 
fectivement un déplacement du sens et de l’ordre de grandeur 
prévus. D’autres observations furent faites depuis. On s’accorde 
actuellement a penser qu’un déplacement de l’ordre de la seconde 
existe, sans qu’il soit possible toutefois de dire si oui ou non il 
obéit rigoureusement 4 la formule d’Einstein (?). 

Revenons pour finir sur la question du diamétre apparent du 
Soleil : nous avons dit que ce diamétre devait nous apparaitre 
un peu plus grand que si la lumiére se propageait en ligne droite : 
de fait au lieu de voir dans sa vraie direction un point lumineux 
du bord du Soleil nous le voyons dans la direction de asymptote 
a la trajectoire d’un rayon qui venant d’une étoile frélerait juste 
le Soleil. L’augmentation de la moitié du diamétre apparent est 
donc égale a la distance qui sépare l’intersection I des asymptotes 
du périhélie P de la courbe. Mais on peut établir en calculant le 
rayon de courbure de la courbe en ce point P que cette distance 
est seulement de l’ordre du kilométre ; erreur commise en ad- 
mettant la propagation rectiligne n’est que de 1 kilometre sur 
700.000 environ ; elle est done bien comme nous le disions tout a 
fait négligeable par rapport a nos erreurs de mesure. 


118. Mouvement d’un point matériel soumis a action d’une 
seule masse et avance du périhélie de Mercure. — La troisiéme 





(‘) Disons cependant que Courvoisier avait affirmé dés 1904 que les étoiles 
éprouvaient un léger éloignement radial par rapport a la position du Soleil 
quand on comparait les observations de jour aux observations de nuit ; comme 
cette déviation était a peu prés proportionnelle a la distance angulaire des 
étoiles au Soleil, on Pavait attribuée 4 une réfraction des rayons lumineux dans 
une atmosphére entourant le Soleil, et de densité décroissante a partir de l’astre. 

(?) Voir F. Croze : Les Preuves expérimentales de la Relativité, p. 11-22. Et 
G. Darmois : La théorie einsteinienne de la gravitation, p. 22-25. 
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conséquence de la théorie d’Einstein que nous ayons a déduire 
est la loi du mouvement d’un point matériel dans le champ d’une 
seule masse. C’est 1a non seulement un probléme qui se pose lo- 
giquement ; c’est aussi un probléme qui présente un grand in- 
térét au point de vue historique et critique. 

En effet ledit mouvement serait en Astronomie celui d’une 
planéte assez petite et supposée seule en présence du Soleil ; 
sans doute toutes les planétes contribuent avec le Soleil a dé- 
terminer le mouvement de chacune; cependant étant donné 
le mouvement observable d’une d’entre elles on peut calculer 
Pinfluence de toutes les autres, obtenir aprés correction de ces 
influences perturbatrices le mouvement dd au Soleil, et voir si 
le mouvement résiduel ainsi obtenu est d’accord avec le mouvement 
théorique. 

Or en étudiant de cette facon le mouvement de Mercure on 
avait dii constater, depuis le milieu du xrx® siécle, un écart assez 
sensible entre les prévisions du calcul et les observations: d’aprés 
la lei de Newton lorbite elliptique d’une planéte aurait dans son 
plan une orientation fixe par rapport aux étoiles si la planéte 
était soumise a la seule attraction du Soleil ; les actions des autres 
planétes, étant donné que tous les mouvements planétaires sont 
de méme sens, font que cette orientation subit une variation 
séculaire, c’est-a-dire que le périhélie, par exemple, de la planéte 
avance constamment dans le sens du mouvement. Pour Mercure 
Vavance observée est d’environ 573” d’arc par siécle. Mais l’avance 
calculée d’aprés les perturbations ne devrait étre que de 530” 
environ ; d’ou une avance supplémentaire d’environ 43” par 
siécle : ceci d’aprés les évaluations les plus communément ad- 
mises. Tel est le désaccord constaté. Il n’y avait pas moyen 
d’ailleurs d’y voir le résultat de l’imprécision des observations 
ou des calculs, car l’évaluation des chances d’erreur montrait 
que l’écart était nettement plus grand que son erreur probable. 
Aussi avait-on cherché a l’expliquer autrement que par la loi 
de Newton pure et simple. Nous n’avons pas 4 insister ici sur les 
nombreuses hypothéses qui furent proposées dans ce but ; mais 
nous devons retenir le fait qu’il y avait 1a un probléme demeuré 
sans solution satisfaisante (?). 





() Voir sur cette question : Jean Chazy : La théorie de la Relativité et la 
Mécanique céleste, t. 1, p. 163-228. 
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Cela étant on comprend l’intérét que présentait la détermination 
rigoureuse du mouvement d’un point matériel dans le champ 
d’une seule masse d’aprés la loi d’Einstein. Nous allons simple- 
ment indiquer la marche suivie pour résoudre le probléme, aprés 
quoi nous dirons comment la solution obtenue permet d’expliquer 
Pavance du périhélie de Mercure. 

Il s’agit du mouvement d’un point matériel de masse négli- 
geable par rapport a la masse qui crée le champ, de telle sorte 
que le point ne modifie pas le champ par lui-méme et suive une 
géodésique de l’E. T. déformé par la masse. Done il faut déduire 
du ds? de Schwarzschild les équations des géodésiques de |’E. T. 
correspondant. 

On peut simplifier le ds? en choisissant les coordonnées § et Q 


telles que la vitesse initiale du point matériel soit dans le plan 


Tv . . . 
Grex 9° Ce qui permet de conclure que l’orbite ne sortira pas de ce 


plan ; d’écrire par ailleurs sin § — 1, cos 6 = 0, dS? = 0 et de ré- 
duire le ds? a la forme 


2 
ds? — “ + rdg? — vedi? 
L’application a ce ds? de la formule générale des géodésiques 


conduit 4 l’expression, sous la forme de deux équations diffé- 
rentielles, de géodésiques contenues dans Je plan § = 5 et l’in- 
tégration de ces équations donne, apres quelques transformations, 
la relation suivante entre les deux variables r et ? ou leurs dérivées 


par rapport a s, les constantes déja connues c, G et M, et deux 
constantes dintégration, h et k : 


‘dr \2 ‘dy \2 2GM 2GM R2 
‘e (a) + (gb) <1 4 2M 200 
avec la condition 
(2) r2 ce = h, 
Ss 
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Si nous désignons comme ci-dessus le temps classique par T 
et la distance classique radiale par L ces équations sont 


‘ dL \? dy \? GM  2GM 
ce (ar) +H) -—S 4 
(2') et L? ead =H, 


a représentant le demi-grand axe de l’orbite, et H la constante 
des aires. 
Au premier membre de l’équation nouvelle (1) nous avons 


ake don. 65 dL do. 
des termes en 7, et ra. au lieu des termes Gp et Low qui dans 


Péquation classique exprimaient les vitesses du point dans le 
sens radial et dans le sens transversal. Mais nous savons que dans 
tout petit intervalle on a ds = cdz sil’on appelle z le temps propre 


du point mobile ; d’ou les termes en et a expriment eux aussi 


les deux vitesses du point en fonction de son temps propre mul- 
tiplié par la constante c ; le remplacement de ds par edz mettrait 
d’ailleurs en évidence, au dénominateur de tous les termes connus 
de l’équation, le facteur c’. 

La comparaison des deux seconds membres nous montre qu’au 


facteur c? pres le terme es de (1) est identique au deuxiéme 
‘ ey 2 ae 

terme classique ay que, le troisieme terme “a 7s he pouvant 

étre identifié avec le premier terme classique, qui est indépen- 

dant de L, c’est le premier terme de (1), k7>— 1, qwil faut rappro- 


cher de ce premier terme classique, en posant 


GM 2GM 


— ou k2=1— 
Ca’ ca 


ie —4 = — 





? 


ce étant introduit pour des raisons d’homogénéité ; et qu’enfin 
le troisiéme terme, ote est un terme additionnel qui exprime 
la différence entre le nouveau mouvement et le mouvement clas- 
sique. 

Quant a l’équation pe = constante, elle ne fait qu’exprimer 
une nouvelle loi des aires, vraie relativement au temps propre 


dt = = du point attiré. 
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En tenant compte de l’équation (2) qui nous donne 


d: 2 h2 de 2 
h? = (3) ou = tome (a) ’ 


nous pouvons écrire l’équation (1) 


a if (a) _ GM _ 2GM_—_-2GM (ay. 








ds as ca cr c ds 


Si nous remplacions L par r et T par 7 dans l’équation classique, 
elle serait 
dr \? dy \? GM 2GM 
(7) +r(Z) ke ee 
La nouvelle équation du mouvement ne différe de l’ancienne 
que par la présence de c? au dénominateur de tous les termes — 
puisque ds = cdr — et par le terme additif 
2GM (52) 


c2 ds 





Ce sont 1a les équations différentielles du mouvement ; pour 
savoir ce qu’il en est de l’orientation dans son plan de Porbite, 
et éventuellement de l’avance du périhélie, il faut déduire de ces 
équations celle de la trajectoire. Voyons le résultat de cette dé- 
duction d’abord a partir de Péquation classique du mouvement, 
ensuite 4 partir de Péquation nouvelle. 

En mécanique classique on élimine dT entre les équations (1') 
et (2’), ce qui donne Péquation différentielle de la trajectoire 
sous la forme d’une relation entre L, dL et do. L’intégration de 
cette équation donne sous forme finie la trajectoire : c’est une 
conique, et c’est une ellipse quand sont réalisées certaines con- 
ditions de vitesse initiale: Alors l’équation est la suivante : 


(3') r= [1 + € COs (p —w)]; 


ou e et » sont deux constantes dintégration qu’on identifie, e 
avec lexcentricité de lellipse, et w avec la longitude du péri- 
hélie, c’est-a-dire avec Pangle que fait avec la direction origine 
le rayon vecteur de la planéte quand elle est Je plus prés du Soleil. 

La constance de Pangle w exprime la fixité du perihélie par 
rapport a Porigine, et celle de lellipse dans le systéme d’inertie 
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lié au centre attirant, ou pour une planéte dans le systéme d’inertie 
stellaire. 

A partir des équations nouvelles on suit la méme marche : 
on élimine ds entre (1) et (2); et l’on obtient l’équation diffé- 
rentielle de la trajectoire comme relation entre r, dr et do ; les 
angles 9 étant comme nous l’avons dit identiques aux angles 9 
classiques, quand on se référe au systéme d’inertie stellaire et a 
des coordonnées d’espace polaires ayant pour origine le centre 
du Soleil. 

I] s’agit d’intégrer cette équation. On procéde par approxima- 
tions, et pour cela on s’appuie sur la petitesse relative de termes 
qu’on calcule en donnant ar la valeur classique L, ce qui est lé- 
gitime d’aprés ce que nous avons dit précédemment. 

Le résultat final est celui-ci : 


1 GM 3G2M2 
ii 


(3) ri ais [1 + e cos(p — ») + —ape el? — ») sin (p — )]. 


Cette équation est encore presque celle d’une ellipse, le terme 


fe 3G?M? 
additif en Ape 
de la présence de ct au dénominateur. On peut done encore con- 





étant trés petit par rapport aux autres a cause 


sidérer e comme représentant a peu prés l’excentricité. 

Pour savoir ce que signifie le terme additif par rapport a la 
direction du périhélie il faut l’exprimer en fonction de langle o ; 
or si l’on pose 


3G?M? 


on peut, en négligeant J», écrire ’équation sous la forme 


4 GM . 
~ = aaa (1 + € 008 (p — w — 20]; 


de laquelle on conclut que quand le rayon vecteur de la planéte 
décrit un angle 9 — », la longitude » du périhélie s’accroit d’une 
fraction de 9 —®: 
3G?M? 
éw = aie ¢—w). 
Quand la planéte aura fait une « révolution », c’est-a-dire quand 
le rayon vecteur aura décrit un angle 9 — » un peu supérieur a 
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2x ('), le périhélie aura avancé d’un angle Aw un peu plus grand 


ey ; t a tres peu pres : 
que —ga X 27; en tou casonaa peu pres : 
6xG? M2 
Re Apa 


Pour calculer cet angle il faut exprimer h, qui représente la 
nouvelle constante des aires, en fonction de quantités déja connues. 
Le calcul se fait d’aprés l’équation (1), et d’aprés la relation clas- 
sique, toujours a peu pres valable, entre l’ancienne constante, 
et les quantités M, a et e. 


Le résultat est h? = one (1 — e?) ; d’ow pour Aw la valeur 
6 x G2 M2c? 67zGM 


GMa (1 — &) ~ a (1 — &) 


Telle est a trés peu prés l’avance par révolution du périhélie ; 


pour la calculer approximativement dans le cas de Mercure, 
67GM 
a(l — 

2GM 3T 


a 4 pt, 


décomposons le produit a By en deux facteurs : 


Aw = 





En admettant pour a la distance moyenne de Mercure que nous 
avons admise précédemment, 6.10? km. le premier facteur a la 
valeur déja indiquée : 0,5.10-7 (no 114). 

L’excentricité e de Mercure étant égale a 0,2 environ, e? vaut 
0,04 et 1—e, 0,96 ; dow pour le second facteur la valeur 

3n 9,5 
0,96 ~ 0.96 ~ 10. 

On a donc finalement Aw = 0,5. 10-7 x 10 = 0,5.10—* radians. 

Comme z ou 3,14 radians valent 180° ou 648.000", on a 


648-000 x 0,5-10-8 
nie —See xo 2-105 x 0,5-10-6 a5 0", 


HH 


(‘) Si Pon part de midi, la grande aiguille d’une horloge ne rattrape pas la 


: : 1 : 
petite aprés un tour plus 12 de tour exactement, mais aprés un tour plus a 


12° 
q 1 sate ; ‘ 
plus 755 » plus 753 » et ainsi de suite, soit en tout un tour plus 5 de tour. 


roct ne te és : 
C’est langle égal a li de tour qui correspondrait a l’avance exacte du périhélie ; 


1 
Pangle 5 de tour correspond a l’avance approchée Aw, 


Dans le cas de la planéte la di 


fférence des 2 fractions supplémentaires est 
absolument négligeable. 
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Telle est en secondes d’are l’avance par révolution du périhélie. 
Une révolution de Mercure dure a peu prés 88 jours, et il y en a 
en un siécle, c’est-a-dire en 36.525 jours, 

36525 
88 

D’oi Vavance par siécle du périhélie est d’a peu pres 
410 x 0,14 = 41" d’arc. 

Le calcul exact donne 42''9, 

Comme au point de vue direction il y a coincidence des coor- 


données § et o de Schwarzschild et des coordonnées § et 9 clas- 


siques, et que les deux trajectoires sont situées dans le plan § = 5) 


~ 410. 


les rotations Ag, et Aw, des équations de Schwarzschild appliquées 
a la planéte Mercure devraient pouvoir s’observer du centre 
du Soleil & condition qu’on se référe aux étoiles. Mais c’est. pré- 
cisément en se référant par la pensée aux étoiles vues du centre 
du Soleil qu’on a observé l’avance du périhélie ; donc le résultat 
de Schwarzschild peut étre considéré comme expliquant l’avance 
constatée (+). 

Ce n’est pas seulement le périhélie de Mercure qui doit d’aprés 
la théorie nouvelle subir une avance séculaire : toutes les planétes 
en tant que soumises a l’influence du Soleil obéissent a la méme 
loi de mouvement que Mercure ; mais la présence du demi-grand 
axe a au dénominateur de l’expression de Aw fait que plus la 
planete est éloignée du Soleil plus l’avance par révolution est 
petite ; le fait que l’excentricité des orbites est plus faible pour 
les autres planétes que pour Mercure contribue aussi 4 diminuer 
Aw, en méme temps qu’il rend plus difficile a fixer les passages 
aux périhélies ; enfin les périodes de révolution croissant avec 
la distance au Soleil le nombre des révolutions par siécle est plus 
petit ; si bien que les avances séculaires 4 prévoir des périhélies 
sont bien moins importantes dans tous les autres cas que dans 
le cas de Mercure : pour la Terre par exemple l’avance calculée est 
inférieure a 4’’ d’are par siécle (?). 

En tout cas, quoi qu’il en soit de Ja réalité des avances pour les 
autres planétes, il est sir que le résultat obtenu pour Mercure 
constitue a lui seul un éclatant succés de la théorie d’Einstein. 


(1) J. Chazy : ibidem, p. 228-229. 
(2) Ibid., p. 230. 
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119. L’ Univers en expansion et le déplacement vers le rouge 
du spectre des nébuleuses lointaines. — La théorie de la gravitation 
d’Einstein a recu depuis sa découverte des développements dont 
nous n’avons pas l’intention de parler, notre dessein n’exigeant 
rien d’autre que la connaissance des principes de la théorie et de 
son accord avec les faits. Pourtant nous voudrions dire quelques 
mots d’une conception nouvelle de l’Univers dans son ensemble, 
qui s’est substituée depuis quelques années a la conception 
einsteinienne de l’espace fermé 4 rayon invariable : il s’agit de 
la théorie de « Univers en expansion ». Au reste si nous parlons 
de cette théorie dans cet article consacré aux vérifications ex- 
périmentales, c’est justement parce qu’elle parait apte a fournir 
d’un fait étrange une explication simple et inattendue. 

Voyons d’abord brievement en quoi consiste la théorie. Nous 
avons dit plus haut (n° 103) que ’hypothése de de Sitter sur la 
structure d’ensemble de |’Univers entrainait pour nous, 4 cause 
de la courbure du temps, un allongement apparent des périodes 
Jumineuses émises par des astres trés éloignés : cette conséquence 
présentait un grand intérét, parce que certaines raies du spectre 
des nébuleuses les plus lointaines, qu’on pouvait identifier avec 
telles ou telles raies terrestres, paraissaient en fait systématique- 
ment déplacées vers le rouge. Lanczos, en 1922, fit remarquer 
que I’ Univers de de Sitter pouvait étre considéré comme un Univers 
d’Kinstein, 4 temps rectiligne, mais de rayon variable au cours 
du temps ; ce qui rendait plus intuitif — nous le montrerons tout a 
Pheure — le corollaire dont nous venons de parler. Cette idée 
d’une variation du rayon de |’Univers fut exploitée séparément 
par Friedmann puis par l’abbé Lemaitre; et c’est elle qui est 4 la 
base de la théorie de I’ Univers en expansion. 

Dans son équation modifiée de la gravitation, 


1 
Hy pee Suvi eta ‘Sav ee *T ays 
Einstein avait admis que la courbure d’ensemble de Pespace, A, 
et par conséquent aussi le rayon de courbure R — égal au rayon 


te eee ae 

de l’Univers puisque celui-ci est Panalogue A trois dimensions 
? Pe , . 

dune surface sphérique — étaient constants au cours du temps 

cosmique ¢ ; aussi le ds? qu’il avait déduit de cette condition et 


de sa formule ne contenait-il la variable t dans les coefficients 
d’aucun de ses termes. 
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Lemaitre admit la possibilité d’un ds? dont le terme global 
d’espace contiendrait le rayon R de l’Univers, et la densité 
moyenne p de la matiére, comme fonctions de ¢, c’est-a-dire non 
plus comme des quantités constantes, mais comme des quantités 
variables au cours du temps cosmique: seule la masse de la 
matiére était constante (1). 

Un tel ds* comprenait celui d’Einstein a titre de cas particu- 
lier, de la méme facon que par exemple lorsqu’on étudie le mou- 
vement d’un pendule en cherchant comment l’angle 9, que fait 
le fil avec la verticale, varie en fonction du temps, on peut dire 
que la solution § = constante — ou plutdt que les deux solutions 
d’équilibre § = 0 et 9 = 7 — sont solutions de l’équation géné- 
rale du mouvement. Mais de méme encore que dans le cas du 
pendule l'une de ces deux solutions, § = 7x, correspond a un 
équilibre instable, la solution méme d’Einstein, R = constante, 
correspondait du point de vue dynamique a un état instable de 
PUnivers ; c’est-a-dire que le rayon R devait, au lieu d’osciller 
autour d’une valeur donnée, tendre a s’écarter de plus en plus de 
cette valeur dés qu’il aurait commencé de le faire pour une raison 
quelconque. 

Supposons que le rayon R ait commencé de grandir a partir 
d’un instant donné: il doit d’aprés les hypothéses admises con- 
tinuer de grandir depuis, tout au moins jusqu’a une nouvelle 
valeur d’équilibre : Univers doit étre en expansion. Pour nous 
faire une idée d’un tel Univers, supposons-le réduit 4 une seule 
dimension d’espace, et d’ailleurs a courbure spatiale constante : 
son espace sera donc 4 tout moment une circenférence de cercle ; 
mais au cours du temps le rayon R de ce cercle ira en croissant. 

L’E. T. & deux dimensions correspondant 4 notre Univers sim- 
plifié aura par exemple pour représentation géométrique la sur- 
face d’une sphére (fig. 19) ; les méridiens of sont les lignes de temps 
des points au repos, et les paralléles p,, p..., etc., représentent 
Vespace aux instants 1, t,.., etc. 

Considérons sur le paralléle p, une origine 0, constituée par un 
point matériel au repos — et un autre point P, au repos relati- 





(1) G. Lemaitre : Un Univers homogéne de masse constante et de rayon crois- 
sant rendant compte de la vitesse radiale des nébuleuses extragalactiques, Ann. de 
la Soc. scient. de Bruxelles, t. XLVII (1927), fascicule A., p. 49-59. 
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vement a l’origine, et situé en P, a une distance 7, de 0, ; le repos 
signifie pour les deux points l’absence de tout mouvement propre 
par rapport a la circonférence p,. 

Passons maintenant au paralléle P2, qui représente l’espace a 
instant ¢,: la distance r, des deux points aura grandi, et sera 
devenuer, = 0,P,. Par rapport a lPorigine o tout se passera comme 








Fig.19. 


si le point P s’était éloigné avec une certaine vitesse égale au quo- 
tient de Ar = r, — r;, par At = t, —t,. Si au lieu du point P nous 
avions considéré un autre point M, situé d’abord par exemple a 
une distance 3r, de 0,, il se serait trouvé a Dinstant ft, & une dis- 
tance 3r, de 0,, et tout se serait passé comme si ce point M s’était 
éloigné de o avec une vitesse trois fois plus grande que le point P, 
puisque pour un méme temps At l’accroissement de distance 
Ar = 3 (r, — r,) serait trois fois plus grand que pour le point P. 

Ainsi ces vitesses d’éloignement apparentes a partir de l’ori- 
gine, vitesses qu’on pourrait appeler vitesses @’ expansion, pour les 
distinguer des vitesses propres dues a la gravitation ou a d’autres 
causes, sont proportionnelles a la distance du point considéré. 
D’ailleurs ce que nous avons dit de Vorigine o est évidemment 
vrai d’un autre point au repos quelconque. Done dans notre 
Univers en expansion simplifié toutes les particules matérielles 
dépourvues de vitesses propres s’éloignent de lune quelconque 
d’entre elles avec des vitesses d’expansion proportionnelles 4 la 
distance ow elles ge trouvent de cette particule origine & un méme 
instant donné, exactement comme il arrive dans un solide iso- 
trope en train de se dilater uniformément. Si les particules con- 
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sidérées avaient des mouvements propres réels, leur vitesse 
d’expansion se composerait bien entendu avec leur vitesse propre ; 
mais il suffirait que la vitesse d’accroissement du rayon R de 
notre espace soit assez grande pour que, étant donnés des corps 
suffisamment éloignés les uns des autres A un moment déterminé, 
leur vitesse d’expansion l’enrporte toujours sur leurs vitesses 
réelles, et que tous ces corps s’éloignent constamment les uns des 
autres. 

Or toutes ces conclusions, que notre image simplifiée n’avait 
pour but que de rendre intuitives, valent pour I’Univers de Le- 
maitre ; et c’est justement sur ce point de |’éloignement progressif 
de tous les corps qui ne sont pas & un moment donné trop proches 
les uns des autres que la théorie parait bien se trouver confirmée 
par certains faits d’observation. 

En photographiant le spectre de certaines nébuleuses spirales, 
on avait remarqué depuis 1919 que certaines des raies de leur 
spectre, heureusement identifiables avec certaines raies terrestres, 
se trouvaient décalées vers le rouge. On sait que les nébuleuses 
spirales, qu’on assimile 4 notre galaxie, c’est-a-dire 4 cet ensemble 
d’étoiles qui constitue la voie lactée et dont notre Soleil fait 
partie, sont les astres les plus éloignés de nous, diverses méthodes 
permettant d’évaluer leurs distances.Pour exprimer ces distances, 
qui sont énormes, on a créé une unité de longueur trés grande, le 
parsec — abréviation de parallaxe-seconde —: c’est la distance 
a laquelle le demi-grand axe de l’orbite terrestre serait vu sous 
un angle de 1’’: un parsec vaut plus de 3.10% cm.; et la lumiere 
met un peu plus de trois années un quart a le parcourir. 

On a pu situer assez exactement une dizaine de nébuleuses 
dont les distances par rapport 4 nous s’échelonnent entre un mil- 
lion et quarante millions de parsecs (+). 

Si les spectres de ces astres lointains avaient présenté des raies 
déplacées pour les uns vers le rouge et pour les autres vers le 
violet on aurait pu a4 la rigueur interpréter les déplacements 
comme un effet Doppler véritable, c’est-a-dire comme l’effet de 
vitesses réelles d’éloignement ou derapprochement des nébuleuses 
par rapport a notre galaxie. 


(:) H. Mineur : L’Univers en expansion, 1 brochure, Paris, 1933, p. 18. 
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Mais le fait que tous les déplacements ont lieu vers le rouge 
rend difficile cette interprétation ; il faudrait admettre que 
toutes les nébuleuses sont en train — ou du moins étaient en train 
lors de ’émission de la lumiére que nous en recevons actuelle- 
ment — de s’éloigner réellement de nous sous l’influence de la 
gravitation par exemple, ce qui ne se congoit guere. Du reste 
une autre circonstance rendait le fait plus mystérieux encore : a 
savoir que le déplacement des raies est 4 peu pres proportionnel 
a la distance des nébuleuses. Si lon avait voulu l’interpréter 
comme un effet Doppler proprement dit, il edt fallu attribuer aux 
nébuleuses dont nous avons parlé des vitesses d’éloignement 
allant de 600 km. par seconde pour les plus proches a 20.000 km. 
par seconde environ pour les plus lointaines. 

Comment s’expliquer cette proportionnalité étrange s'il s’agis- 
sait de vitesses propres, et comment admettre des vitesses radiales 
d’éloignement de 20.000 km. par seconde ? 

Ce qui paraissait si mystérieux, la théorie de Lemaitre permet 
de le comprendre : dans un Univers en expansion, tout se passe, 
avons-nous dit, comme si tous les corps s’éloignaient de chacun 
d’entre eux avec des vitesses proportionnelles 4 leur distance au 
corps pris pour origine. Admettons que réellement notre Univers 
soit en train de se dilater, au moins depuis l’époque ou fut émise 
Ja lumiére qui nous arrive des nébuleuses spirales ; le résultat de 
cette dilatation sur le spectre de ces nébuleuses sera le méme que 
sil s’agissait pour elles de vitesses propres d’éloignement propor- 
tionnelles 4 leurs distances ; c’est-a-dire que les raies de leurs 
spectres seront toutes déplacées vers le rouge et d’autant plus que 
la nébuleuse émettrice sera plus éloignée, ce que l’on observe en 
effet. 

Restait 4 voir si cette explication était susceptible de se tra- 
duire par des relations numériques correspondant aux données 
réelles. Les éléments du probléme qu’on peut évaluer sont la den- 
sité moyenne, p, de Ja matiére de |’Univers ; les distances D et 
les vitesses d’expansion V des nébuleuses spirales ; le rayon actuel 


R de l Univers, la vitesse d’expansion de ce rayon 


La théorie établit des relations entre ces diverses quantités : 
disons simplement que ces relations ne sont contredites par au- 
cune des évaluations séparées des grandeurs dont il s’agit, en par- 
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ticulier celles de la densité moyenne p et du rayon actuel R, 
dont les valeurs les plus probables seraient 


o = 3:10—* unités C. G. S.; et R = 10° parsecs ; 


la vitesse d’expansion de |’Univers étant telle dans ces conditions 
que le rayon R mettrait environ deux milliards d’années a passer 
du simple au double (°*). 

Ainsi il n’y a aucun désaccord entre les exigences de la théorie 
de Lemaitre et les évaluations des différentes grandeurs mesu- 
rables relatives 4 la structure d’ensemble de |’ Univers ; il y a de 
plus accord positif entre l’expansion de |’ Univers admise par cette 
théorie et le déplacement vers le rouge des raies émises par les 
nébuleuses. Ce déplacement paraissant difficile 4 expliquer autre- 
ment, on est en droit de regarder comme valable l’explication 
qu’en fournit ’hypothése de lUnivers en expansion ; et c’est 
un succés de plus a l’actif de la théorie de la gravitation d’Eins- 
tein, dont la théorie de Lemaitre n’est qu’un prolongement. 


(}) H. Mineur, tbidem, p. 31-33. 
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